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घटक-1 

उचलण्याचे साधे यंत्र (ललल्टंग मशीन) 

(Simple Lifting Machine) 

लिषय लनष्पत्ीीः (Course Outcome) : भिलेल्य  लोभडांग भथितीनसु र योग्य मशीन भनवड . 

घटक लनष्पत्ी : (Unit Outcome): 

 मशीनच्य  क ययक्षमतेवर आध ररत मशीनच  प्रक र ओळख . 

 भिलेल्य  स ध्य  भलभ्टांग मशीनद्व रे आवश्यक प्रयतन ांची आभि लोडची गिन  कर . 

 भिलेल्य  लोभडांगस ठी मशीनच्य  क यद्य ची (Law of Machine) पडत ळिी कर . 

 वगेवगेळ्य  वगे च्य  गिुोत्तर सह भिलेल्य  मशीनस ठी क ययक्षमतेसह आवश्यक एफटय (Efforts) भनभित 

कर . 

 

1.1 साध्या ललल्टंग मशीनची संकल्पना 

एख ि ेअसे उपकरि ज ेय ांभिक शक्तीच  व पर करते, तसेच ते अनेक ि ग ांप सनू बनवलेले असते व 

प्रतयेक ि ग चे एक भनभित क यय असते व सवय ि ग एकभितपि ेएक भवभशष्ट क यय करते, तय ल  मशीन असे 

म्हित त. 

उि हरि: भशल ई मशीन, थरू जकॅ, भप्रांभटांग मशीन, लेि मशीन, CNC मशीन इ. 

भलभ्टांग मशीन' ही लोड (Load) उचलण्य स ठी व परली ज त त. मशीनच्य  एक  भबांिवूर एफटय (Effort) 

(P) ल ग ूकेल  ज तो आभि मशीनच्य  िसुऱ्य  भबांिवूर लोड (Load) (W) उचलल  ज तो. 

मशीन खालील दोन प्रकारची असू शकतातीः 

1. स धी मशीन (Simple) 

2. कां प ऊां ड मशीन (Compound) 
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साधे मशीन 

य  प्रक रच्य  मशीनमध्ये एफटय (Effort) िणे्य स ठी फक्त एक भबांि ूआभि लोडस ठी (Load) एक भबांि ू

असतो. भह एक स धी यांिि  आह.े उि हरि:े लीव्हर, थरू जकॅ इ. 

कंपाऊंड मशीन 

य  प्रक रच्य  मशीनमध्ये एफटय (Effort) िणे्य स ठी आभि लोडस ठी (Load) एक पेक्ष  ज थत भबांि ू

असत त. भह एक कां प ऊां ड भकां व  भललष्ट (Complicated) यांिि  आह.े उि हरिेेः भप्रांभटांग मशीन, लेि मशीन, 

भमभलांग मशीन इ. 

1.1.1 महत्िाच्या व्याख्या 

लोड Load (W) 

एफटय / जोर ल वनू उचलले ज ि रे वजन म्हिज ेलोड म्हित त. ह े 'डब्लल्यू' (W) अक्षर ने िशयभवले 

ज ते. लोडचे एकक न्यटून (N) भकां व  भकलो-न्यटून (kN) आह.े 

एफटट Effort (P) 

लोड (Load) उचलण्य स ठी आवश्यक बल च  व पर केल  ज तो तय ल  एफटय (Effort) म्हित त. ह े

'P' अक्षर ने िशयभवले ज ते. एफटयचे एकक न्यटून (N) भकां व  भकलो-न्यटून (kN) आह.े 

मेकॅलनकल अॅडव्हान्टेज (Mechanical Advantage) (M.A) 

आपि उचललेल  लोड (W) व ल ग ू केलेले एफटय (P) य ांच्य  गिुोत्तर ल  मकॅेभनकल अडॅव्ह न्टेज 

म्हित त. 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज = 
उचललेल  लोड (W)

ल वलेल  एफटय (P)
 

MA = 
𝑊

𝑃
 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेजल  एकक न ही. 
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िेग गुणोत्र (Velocity Ratio) V.R 

एफटयचे (Effort) हललेले अांतर व लोडचे (Load) हललेले अांतर य ांच्य  गिुोत्तर स वगे गिुोत्तर असे 

म्हित त. 

वगे गिुोत्तर =
एफटयचे (Effort) हललेल ेअांतर (y)

लोडच े(Load) हललेल ेअांतर (x)
 

VR = 
𝑌

𝑋
 

वगे गिुोत्तर ल  एकक नसते. 

मशीनचे इनपुट (Machine Input): 

ह ेमशीनवर केलेले क यय आह.े भलभ्टांग मशीनमध्ये इनपटु पढुीलप्रम ि ेमोजले ज ते. 

मशीनचे इनपटु = एफटय (P) x एफटयचे हललेले अांतर (y) 

मशीनचे इनपटु = P x y 

येिे P = एफटय (Effort) आभि y = एफटयचे हललेले अांतर 

मशीनचे आउटपुट (Machine Output) 

ह ेमशीन द्व रे केलेले प्रतयक्ष क यय आह.े 

मशीनचे आउटपटु = लोड (W) × लोडचे हललेले अांतर (x) 

मशीनचे आउटपटु = W x x 

येिे 

W = लोड x = लोड चे हललेले अांतर 
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मशीनची कायटक्षमता (Machine Efficiency): 

मशीनच्य  आउटपटु व इनपटु य ांच्य  गिुोत्तर ल  मशीनची क ययक्षमत  असे म्हित त. 

n = 
आउटपटु

इनपटु
 

ह ेस ध रितेः टलकेव री % च्य  थवरूप त ि खभवले ज ते. 

1.1.2 ररव्हलसटबल मशीन 

जवे्ह  मशीनवरील एफटय (P) पिूयपि े क ढून ट कल  ज तो व मशीन फक्त तय च्य  लोडमळेु उलट 

भिशनेे क म करण्य स सक्षम असते तेव्ह  तय  मशीनल  ररव्हभसयबल मशीन म्हटले ज ते. ज्य  वळेेस एफटय 

पिूयपि ेक ढून ट कल  ज तो, तेव्ह  लोडवर केलेले क यय आउटपटु ऐवजी इनपटु होईल व इिे इनपटु ह ेघर्यि 

नकुस नीच्य  (Frictional Loss) बरोबर असेल. 

1.1.3 नॉन ररव्हलसटबल मशीन / अपररितटनीय लकंिा सेल्फ लॉलकंग मशीन (Non-

reversible/irreversible or self-locking machine) 

जवे्ह  मशीनवरील एफटय (P) पिूयपि ेक ढून ट कल्य नांतर सदु्ध  मशीन उलट्य  भिशनेे क म करण्य स 

सक्षम नसते. तेव्ह  तय  मशीनल  नॉन ररव्हभसयबल मशीन / अपररवतयनीय भकां व  सेल्फ लॉभकां ग मशीन म्हित त. 

मशीन नॉन ररव्हभसयबल असण्य ची अट एकच ती म्हिज ेतय ची क ययक्षमत  50% पेक्ष  ज थत नस वी. 

η< 50% 

1.2.1 आदशट मशीन. (आयलडयल) (Ideal Machine) 

मशीनची क ययक्षमत  100% असल्य स तय स आिशय म्हिजचे आयभडयल मशीन असेम्हटले 

ज ते.य  भठक िी, आउटपटु ह ेइनपटुच्य  बरोबरीचे आह.े आिशय (आयभडयल) मशीनची वैभशष््टयेेः 

1. क ययक्षमत  100% आह े

2. आउटपटु = इनपटु 

3. घर्यि (Friction) शनू्य आह े

4. M.A = V.R 
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1.2.2 मशीनमधील घषटणाची संकल्पना (Concept of friction) 

मशीनल  आपि जेवढे इनपटु ितेो तय पैकी क ही इनपटु चे लॉस (Loss) प्रतयेक मशीनमध्ये होत 

असते. आभि बहुतेक वेळ  ह  लॉस (Loss) घर्यि मळेु होतो. ह े ठरवण्य च  एक म गय म्हिज े मशीनची 

क ययक्षमत  मोजि.े घर्यि मळेु होि रे लॉस ख लील पद्धतीने सदु्ध  ि खवत  येते. 

एफटय (P) च  होि र  लॉस 

लोड (W) उचलण्य मध्ये होि र  लॉस 

समज , 

P = लोड उचलण्य स ठी प्रतयक्ष ल गलेल  एफटय (मशीनचे घर्यि लक्ष त घऊेन) न्यटून मध्ये (N) 

Pi = आयभडयल एफटय (मशीन घर्यि लक्ष त न घते ) न्यटून मध्ये (N) 

W = प्रतयक्ष उचललेल  लोड (मशीनचे घर्यि लक्ष त घऊेन) न्यटून मध्ये (N) 

Wi = उचललेल  आयभडयल लोड (मशीन घर्यि लक्ष त न घते ) न्यटून मध्ये (N) 

Pf = घर्यि झ ल्य मळेु एफटय च  झ लेल  लॉस न्यटून मध्ये (N) (Loss of effort due to Friction) 

Wf = घर्यि झ ल्य मळेु लोड च  झ लेल  लॉस न्यटून मध्ये (N) (Loss of Load due to Friction) 

घर्यि मळेु एफटय च  झ लेल  लॉस (Pf) 

Pf = P-Pi     …………………………(1) 

घर्यि मळेु लोड च  झ लेल  लॉस (Wf) 

Wf= Wi – W  ………………(2) 

आत  आपि Pi, ची भकां मत क ढ्य  तय स ठी आपि एक आयभडयल मशीन म नूय . आपल्य ल  म हीत आह े

भक आयभडयल मशीनची क ययक्षमत  η = 1. 
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η =
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 

M.A. = η × V.R 

W 

Pi
= 1 x V.R 

Pi  =
W 

𝑉.𝑅
 ……………………….(3) 

समीकरि (3) मधील Piची भकां मत समीकरि (1) मध्ये ट क  

Pf  = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
 ………………..(4) 

आत  आपि Wiची भकां मत क ढूय . तय स ठी आपि पनु्ह  एक आयभडयल मशीन म नूय  आपल्य ल  म हीत 

आह ेभक आयभडयल मशीनची क ययक्षमत  η  = 1. 

η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 

M.A = η X V.R 

𝑊𝑖

𝑃
 = 1 X V.R 

Wi= P X V.R ………………. (5) 

समीकरि (5) मधील Wiची भकां मत समीकरि (2) मध्ये ट क  

Wf = P X V.R – W ……………… (6) 

1.2.3 आयलडयलएफटट (Ideal Efforts) 

ह  एफटय (P) आह ेजो मशीनच्य  100% क ययक्षमतेवर (म्हिज ेघर्यि नसत न ) ि र W उचलतो. 

घर्यि नसल्य स, आयभडयल मशीनआह े
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M.A = V.R 

W

Pi
 = V.R 

Pi=  
𝑊

𝑉.𝑅
 

ि र उचलण्य स ठी, व थतभवक एफटय (P) नेहमी आिशय एफटयपेक्ष  ज थत प भहज े(Pi), P > Pi 

1.2.4 आयलडयल लोड (Ideal Load) 

(Wi) ह  ि र आह ेजो P एफटय ने उचलल  ज ऊ शकतो. आिशय मशीनस ठी, कोितेही घर्यि नसते. 

M.A = V.R 

Wi

P
 = V.R 

Wi = P X V.R 

भिलेल्य  एफटयस ठी, घर्यि लॉस मळेु व थतभवकलोड नेहमीआयभडयल लोडपेक्ष  कमी असतो. 

1.2.5 घषटणात लॉस झालेला लोड आलण घषटणात लॉस झालेला एफटट 

आिशय मशीनस ठी, क ययक्षमत  100% आह,े म्हिजे, कोितेही घर्यि अभथततव त न ही. परांतु 

व्यवह र त प्रतयेक यांि मध्ये नेहमी क ही प्रम ि त घर्यि असते. तय मळेु, ि र उचलण्य स ठी आवश्यक 

असलेल  व थतभवक एफटय ह  आयभडयल एफटय पेक्ष  नेहमीच मोठ  असतो. 

P  > Pi 

घषटणात लॉस झालेला एफटट 

घर्यि त लॉस झ लेल  एफटय r (Pf ) = P - Pi 

घर्यि त लॉस झ लेल  एफटय r (Pf ) = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
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तय चप्रम िे, भिलेल्य  एफटय स ठी घर्यि मळेु, व थतभवक लोड उचलल  ज तो तो नेहमी आयभडयल लोड पेक्ष  

कमी असतो, म्हिज,े Wi> W 

घषटणात लॉस झालेला लोड 

घर्यि त लॉस झ लेल  लोड (Wf) = Wi –W 

घर्यि त लॉस झ लेल  लोड (Wf) = P X V.R –W 

1.2.6 मेकॅलनकल अॅडव्हान्टेज 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज = 
𝑊

𝑃
 ………………(1) 

eq 1 मध्ये p चे बिली मलू्य ठेव P = m W + C 

M.A = 
𝑊

𝑚𝑊+𝐶
 

M.A= 
1

𝑚+
𝐶

𝑊

 

 

i.e. (𝑚 +
𝐶

𝑊
) 

M.A तेव्ह  ज थतीत ज थत असेल 
𝐶

𝑊
 = 0 

 
𝐶

𝑊
 = 0 eq मध्ये ठेव  (2) 

M.A = 
1

𝑚
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मशीनची कमाल कायटक्षमता 

η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 

η = 
कमाल  𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 =  

1

𝑚

𝑉.𝑅
 = η = 

1

𝑚 𝑋 𝑉.𝑅
 

% कमाल η = 
1

𝑚 𝑋 𝑉.𝑅
𝑋1 

उदाहरण 

उदाहरण क्र. 01 - एक  भलभ्टांग मशीनमध्ये 120 N च  लोड 5 cm अांतर ने हलवल  ज तो, जवे्ह  P एवढ  

एफटय 70 cm अांतर वरून ल वल  ज तो. जर मशीनची क ययक्षमत  60% असेल तेव्ह  P ची भकां मत शोध . 

उत्तर- 

उचललेल  लोड (W) = 120 N 

एफटयचे हललेले अांतर (y) = 70 cm 

लोडचे हललेले अांतर (x) = 5 cm 

क ययक्षमत  (η) = 60 

P ची भकां मत = ? 

आपल्य ल  म भहत आह ेभक 

(i) मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A= 
𝑊

𝑃
  = 

120

𝑃
 

(ii) वगे गिुोत्तर V.R = 
𝑦

𝑥
  = 

70

5
 = 14 

(iii) क ययक्षमत  (η%) = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 
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(η%) = 

120

𝑃

14
 X 100 

(η%) = 
120

𝑃 𝑋14
 X 100 

P = 
120

η% 𝑋14
 X 100 

P = 
120

60 𝑋 14
 X 100 

P = 14.29 N 

उदाहरण क्र. 02: एक  मशीनने 220mm च्य  अांतर ने 410 N च  लोड उचलल . य  प्रभरयेिरम्य न 67 N 

च  एफटय 1.9 m ने हलवल  गेल . शोध  

(1) वगे गिुोत्तर 

(ii) मकॅेभनकल अडॅव्ह न्टेज 

(iii) घर्यि च  पररि म 

(iv) क ययक्षमत  

उत्तर- 

उचललेल  लोड, W= 410 N 

ल वलेल  एफटय P = 67 N 

एफटयचे हललेले अांतर, y=1.9 m =1900 mm ....... (1m=1000mm) 

लोडचे हललेले अांतर, x=220 mm 

i. मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज, M.A= 
𝑊

𝑃
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M.A= 
410

67
 

M.A= 6.119 

ii. वगे गिुोत्तर V.R = 
𝑦

𝑥
  = 

1900

220
 = 8.636 

iii. क ययक्षमत  (η%) = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

(η%) = 
6.119

8.636
 X 100 

(η%) = 70.85% 

iv. घर्यि च  पररि म (Effect of friction) =? 

आपल्य ल  म भहत आह ेभक, 

घर्यि झ ल्य मळेु एफटय च  झ लेल  लॉस (Pf) 

Pf = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
 

 

Pf = 67 - 
410

8.363
 

 

Pf = 19.52 N 

घर्यि झ ल्य मळेु लोड च  झ लेल  लॉस (W) 

Wf = P X V.R – W 

Wf = 67 X 8.636 – 410 

Wf = 168.612 N 
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उदाहरण क्र. 03:एक  भलभ्टांग मशीनमध्ये 20 N च्य  एफटय मळेु 900 N च  लोड उचलल  गले . जर 

मशीनची क ययक्षमत  52% असेल तर मकॅेभनकल अडॅव्ह न्टेज व वगे गिुोत्तर शोध . 

उत्तर- 

उचललेल  लोड. W = 900 N 

ल वलेल  एफटय.P = 20 N 

क ययक्षमत  η = 52% 

(i) मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A= 
𝑊

𝑃
 = 

900

20
 = 45 N 

(ii) वगे गिुोत्तर V.R = ? 

आपल्य ल  म भहत आह ेभक, 

η % = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

V.R = 
𝑀.𝐴

η %
 X 100 

V.R = 
45

52
 X 100 

V.R = 86.538 N 

उदाहरण क्र. 04:एक  भलभ्टांग मशीनमध्ये 21 N च्य  एफटय मळेु 800 N च  लोड उचलल  गले  असेल तर 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज भकती असेल? य  मशीनची क ययक्षमत  62% असल्य स वेग गिुोत्तर (V.R) शोध . 

उत्तर- 

क ययक्षमत  = 62%. 

उचललेल  लोड, W= 800 N 
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ल वलेल  एफटय, P=21 N 

i. मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A. = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
800

21
 

M.A = 38.09 N 

ii. वगे गिुोत्तर V.R = ? 

आपल्य ल  म भहत आह ेभक, 

η % = 
M.A

V.R
 X 100 

V.R = 
M.A

η %
 X 100 

V.R = 
38.09

62
 X 100 

V.R = 61.44 N 

उदाहरण क्र. 05:एक  भलभ्टांग मशीनमध्ये, 22 N आभि 32 N लोड उचलण्य स ठी अनुरम े6 N आभि 7 

N एवढ  एफटय ल वल  गेल . जर मशीनच  वेग गिुोत्तर (V.R) 20 असेल तर ख लील ब बी भनभित 

(Determine) कर . 

(i) मशीनच  भनयम 

(ii) 22 N आभि 32 N च्य  लोड सांबांभधत क ययक्षमत  

(iii) िोन्ही प्रकरि ांमध्ये घर्यि झ ल्य मळेु एफटय च  झ लेल  लॉस (Effort lost in friction) 

(iv) य  मभशनकडून तमु्ह ल  ज थतीत ज थत भकती क ययक्षमत  अपेभक्षत आह.े (Maximum efficiency) 

उत्तर- 
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(1) मशीनच  भनयम (Law of the machine) = ? 

मशीनच  भनयम 

P=mW+C 

जिेे P = ल वलेल  एफटय 

W = उचललेल  लोड 'm' आभि 'C' ह ेिोन भथिर ांक आहते. 

आत , जवे्ह  W = 22 N          P= 6 N 

जवे्ह  W = 32 N          P= 7 N 

ह्य  भकमती मशीनच्य  भनयम त ट कूय  

6 = 22 m + C …….(i) 

7 = 32 m + C …….(ii) 

समीकरि (i) ह ेसमीकरि (ii) मधनू वज  करूय  

7 = 32 m + C …….(ii) 

6 = 22 m + C …….(i) 

1 = 10 m 

m=
1

10
 

m=0.1 

m=0.1 भह भकां मत समीकरि (ⅰ) मध्ये ट कूय , मग आपल्य ल  भमळेल 

6 = 22 X 0.1 + C 
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C = 3.8 

अश प्रक रे मशीनच  भनयम ख लीलप्रम ि ेतय र होईल 

P = (0.1 W + 3.5) N 

i. क ययक्षमत  ? 

जवे्ह , W=22 N and P= 6 N 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज, M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
22

6
 

M.A = 3.67 

आपल्य ल  भिलेले आह ेभक, वगे गिुोत्तर V.R = 20 

η % = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

η % = 
3.67

20
 X 100 

η  = 18.33 % 

जवे्ह , W=32 N and P= 7 N 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज, M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
32

7
 

M.A = 4.57 

आपल्य ल  भिलेले आह ेभक, वगे गिुोत्तर V.R = 20 

η % = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 
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η % = 
4.57

20
 X 100 

η  = 22.85 % 

ii. घर्यि झ ल्य मळेु एफटय चे झ लेले लॉस (Effort lost in friction) =? 

जवे्ह , 

W = 22 N, P =6N 

घर्यि झ ल्य मळेु एफटय चे झ लेले लॉस (Pf) 

Pf = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
 

Pf = 6 - 
22

20
 

Pf = 4.9 N 

जवे्ह , 

W = 32 N, P = 7 N 

घर्यि झ ल्य मळेु एफटय चे झ लेले लॉस (Pf) 

Pf = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
 

Pf = 7 - 
32

20
 

Pf = 5.4 N 

iii. ज थतीत ज थत क ययक्षमत  (Maximum efficiency) = ? 

मशीनची ज थतीत ज थत क ययक्षमत  

η = 
1

𝑚 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

 

η = 50% 
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1.3आलेख (GRAPHS) 

1.3.1 लोड v/s एफटट (Load v/s Effort) 

लोड v/s एफटय च  आलेख ह  एक सरळ रेर्  आह,े जी y-axis ल  'C' इांटरसेप्ट िऊेन कट करते ज े

शनू्य लोड ल  घर्यि मळेु झ लेले एफटयचे लॉस िशयभवते. 

 

1.3.2 लोड v/s आयलडअल एफटटचा 

लोड v/s आयभडअल एफटयच  आलेख आकृतीमध्ये ि खवल्य प्रम ि ेमळूभबांि ूमधनू ज ि री सरळ रेर्  आह.े 

 



अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

 

18 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 
 

1.3.3. लोड v/s मेकॅलनकल अॅडव्हान्टेज 

लोड v/s मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज च  आलेख ह  वर आह े आभि तो आकृती 2.12 मध्ये 

िशयभवल्य प्रम ि े वर आह.े जसजस  लोड व ढतो तसतस  मकॅेभनकल अडॅव्ह न्टेज िखेील व ढतो आभि 

म्हिनू हळूहळू व ढतय  वरल  (Curve) गळुगळुीत (Smooth) करते. 

 

 

 

 

 

1.3.4. लोड v/s टक्केिारी कायटक्षमता 

लोड v/s % क Sययक्षमतेच  आलेख ख लील आकृती 2.11 मध्ये िशयभवल्य प्रम िे वर आह.े 

जसजस  लोड (Load) व ढतो, क ययक्षमतेची टलकेव री िखेील व ढते आभि तय मळेु हळूहळू वर (Curve) 

गळुगळुीत (Smooth) बनतो व व ढतज तो आभि क्ष-अक्ष ांशी (x-axis) कमी-अभधक सम ांतर बनतो. 

1.3.5.  मशीनचा लनयम (Law of Machine) 

मशीनच  भनयम ह  ल वलेल  एफटय (P) व उचललेल  लोड (W) य ांच्य मधील सांबांध िशयवतो. 

कोितय ही मशीनस ठी एफटय (P) व लोड (W) य ांच्य  िरम्य न एक आलेख आखल  तर तो एक  सरळ रेर्चे  

सांबांध िशयभवतो. 
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ह  आलेख o मधनू ज त न ही परांत ुy- अक्ष वर C भबांि ूल  एक इांटरसेप्ट करतो ज ेिशयभवते की केवळ 

घर्यि प्रभतरोधन वर (Frictional resistance) म त करण्य स ठी एफटय च  झ लेल  लॉस झ ल . भथिर 'm' 

आलेख च  उत र िशयभवतो. 

P=mW+C 

ह ेसमीकरि मशीनच  भनयम म्हिनू ओळखले ज ते. 

W1 आभि W2य वरून आपि भथिर ांक 'm' आभि 'C' ची भकां मत ख लीलप्रम ि ेक ढू शकतो. 

P1 = m W1 + C ………………. (a) 

P2 = m W2 + C ………………. (b) 

समीकरि (b) ह ेसमीकरि (a) मधनू वज  कर वे 

P1- P2 = m (W1 - W2) 

m =
𝑃1−𝑃2

𝑊1−𝑊2
    ……………….(c) 

'm' ची भकां मत समीकरि (a) मध्ये ट क वी, मग आपि भलहू शकतो 

P1 = (
𝑃1−𝑃2

𝑊1−𝑊2
) W1 + C 

C = P1 - (
𝑃1−𝑃2

𝑊1−𝑊2
) W1 ……………………….(d) 

मशीनच्या लनयमांचा िापर 

 मशीनमध्ये घर्यि भकती आह ेह ेशोधण्य स ठी. (c च्य  मितीने).i.e c (y intercept) = मशीन घर्यि. 

 ठर भवक ि र उचलण्य स ठी भकती प्रयतन कर व ेल गतील य च  अांि ज ल वि.े 

 ठर भवक मशीनचे ज थतीत ज थत मकॅेभनकल अडॅव्ह न्टेज शोधि.े 

 मशीनची ज थतीत ज थत क ययक्षमत  शोधण्य स ठी 
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1.4. (Velocity Ratio) 

1.4.1.लडफरंलशअल व्हील ि अॅक्सल (Differential wheel and axle) 

ह ेएक स धे व्हील व अलॅसल चे सधु ररत रूप आह.े आकृती 2.3 मध्ये एक भडफरांभशअल व्हील व 

अलॅसल ि खभवलेले आह.े य मध्ये BC ह  एक लोड अलॅसल आहे, जो भिन्न व्य स ांच्य  िोन ि ग ांप सनू 

बनलेल  आह.े 

स धे व्हील व अलॅसल प्रम िे, व्हील A अलॅसल B व C ह ेएक च श ्ट ल  जोडलेले असत त व 

कमीतकमी घर्यि होण्य स ठी ते बॉल बेअररांग्जवर बसवलेले असत त. 

एक िोरी एफटय व्हील A च्य  िोवती गुांड ळलेली असते. आिखी एक िोरी अलॅसल B च्य  िोवती 

गुांड ळलेली असते व भह िोरी पलुी (ज्य वर लोड W ल वलेल  असतो) मधनू ओवनू पुन्ह  अलॅसल C च्य  

िोवती गुांड ळलेली असते. अलॅसल C वरील गुांड ळलेली िोरी ही अलॅसल B च्य  गुांड ळलेल्य  िोरीच्य  

भवरुद्ध भिशनेे असते. म ि व्हील A व अलॅसल C य ांची गुांड ळलेली िोरी एक च भिशनेे असते ह ेलक्ष त ठेव . 
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य च  पररि म म्हिजे, जवे्ह  िोरी व्हील A मधनू उलगडली ज ते तेव्ह  अलॅसल C ची िसुरी िोरी 

सदु्ध  उलगडली ज ते परांत ुतय वळेेस अलॅसल B वर म ि िोरी गुांड ळली ज ते. जसे भक आकृतीत ि खभवलेले 

आह.े 

समज , 

D = व्हील A च  व्य स, 

d₁ = अलॅसल B च  व्य स, 

d₂ = अलॅसल C च  व्य स, 

W = उचलल  ज ि र  लोड, 

P = लोड उचलण्य स ठी ल वलेले एफटय 

एक  पररभ्रमि मध्ये एफटय चे भवथि पन = πD 

अश प्रक रे एक  पररभ्रमि मध्ये, अलॅसल B व C वर गुांड ळल्य  गेलेल्य  िोरीची ल ांबी अनरुम े= 

πd1, आभि πd2. 

परांत ु तय ांच्य वरील गुांड ळलेल्य  िोरीची भिश  भिन्न असल्य ने, अलॅसल B व C वर गुांड ळल्य  

गलेेल्य  िोरीची भनव्वळ ल ांबी = πd₁ - πd2. 

म्हिनू, पररि मी लोडचे भवथि पन = 
(πd1−πd2)

2
असेल 

V.R = 
πD

π𝑑1−π𝑑2
2

 

V.R = 
2πD

π𝑑1π𝑑2
 

V.R = 
2𝐷

𝑑1−𝑑2
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उदाहरणे - लडफरंलशअल व्हील आलण अॅक्सल 

उदाहरण क्र.-01 

एक  भडफरांभशअल व्हील व अॅलसलमध्ये, व्हील च  व्य स 40 cm आह ेतर अलॅसल च  व्य स 10 cm 

व 8 cm आह.े जर 50 N च  एफटय ल वल्य नांतर 1500 N च  लोड उचलल  ज त असेल, तर मशीनची 

क ययक्षमत  भनभित कर . 

उत्र- 

एफटय व्हील च  व्य स (D) = 40 cm 

मोठ्य  अलॅसल च  व्य स (d₁) = 10 cm 

छोट्य  अलॅसल च  व्य स (d2) = 8 cm 

एफटय (P) = 50 N 

लोड (W)=1500N 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ 

V.R = 
2𝐷

𝑑1−𝑑2
 

V.R = 
2 𝑋 40

10−8
 

V.R = 40 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A क ढून घऊे 

M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
1500

50
 

M.A = 30 

क ययक्षमत  क ढू 

η % = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

η % = 
30

40
 X 100 

η = 75 % 
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उदाहरण क्र.-02 

एक  भडफरांभशअल व्हील व अलॅसलमध्ये, व्हील च  व्य स 500 mm आह ेतर अलॅसल च  व्य स 120 

mm व 100mm आह.े जर 40 N च  एफटय ल वल्य नांतर 1200 N च  लोड उचलल  ज त असेल तर 

मशीनची क ययक्षमत  भनभित कर . तसेच घर्यि झ ल्य मळेु एफटय चे झ लेले लॉस व घर्यि झ ल्य मळेु लोड चे 

झ लेले लॉस सदु्ध  भनभित कर . 

उत्र- 

लदलेली मालहती -: 

एफटय व्हील च  व्य स (D) = 500 mm 

मोठ्य  अलॅसल च  व्य स (d₁) = 120 mm 

छोट्य  अलॅसल च  व्य स (d2) = 100 mm 

एफटय (P) = 40 N 

लोड (W) = 1200 N 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ 

V.R = 
2𝐷

𝑑1−𝑑2
 

V.R = 
2 𝑋 500

120−100
 

V.R = 50 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A क ढून घऊे 

M.A = 
𝑊

𝑃
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M.A = 
1200

30
 

M.A = 30 

क ययक्षमत  क ढू 

η % = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

η % = 
30

50
 X 100 

η = 60 % 

घर्यि झ ल्य मळेु एफटय च  झ लेल  लॉस 

Effort lost in friction (Pf)= Actual Effort (P) - Ideal Effort (Pi) 

Pf = P - Pi 

Pf = P - 
𝑊

𝑉.𝑅
 

Pf = 40 - 
1200

50
 

Pf = 16 N 

घर्यि झ ल्य मळेु लोड च  झ लेल  लॉस 

Load lost in friction (Wf) = Ideal load (Wi) - Actual load (W) 

Wf  = P X V.R – W 

Wf = 40 X 50 -1200 

Wf = 800 N 
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1.4.2. िमट आलण िमट व्हील (Worm and Worm wheel) 

आकृती मध्ये वमय आभि वमय व्हील ि खभवले आह.े य त एक थलवअेर थ्रेडेड थरू (वमय म्हिनू 

ओळखले ज ते) आभि एक ि त असलेले व्हील (वमय व्हील म्हिनू ओळखले ज ते) एकमेक ांन  जोडून तय र 

केलेले असत त. 

 

वमय ल  एक िसुरे एफटय व्हील जोडलेले असते, ज्य वर िोरी गुांड ळलेली असते. कधीकधी व्हील 

ऐवजी एक हडँल वमय ल  जोडलेले असते . एक लोड ड्रम वमय व्हील वर सरुभक्षतपि ेबसवल  ज तो. 

असे म नयू  भक, 

l = हडँलची ल ांबी 

R = एफटय व्हील ची भिज्य  

r = लोड ड्रम ची भिज्य  

W = उचलल  ज ि र  लोड 
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P = लोड उचलण्य स ठी ल वलेल  एफटय 

T = वमय व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  

जर वमय भसांगल थ्रेडेड असेल (म्हिज ेवमय च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये वमय व्हील फक्त एक  ि त ने पढुे ढकलले 

ज ते ) 

तर मग, एफटय व्हील च्य  भकां व  हणॅ्डल च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये, एफटय (P) चे हललेले अांतर = 2 π l 

लोड ड्रम ची होि री ह लच ल = 
1

𝑇
पररभ्रमि (Revolution) 

लोड (W) चे हललेले अांतर = 
2 π r

𝑇
 

आभि V.R = 
एफटय P चे हललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
2πl
2πr

𝑇

 

वरील समीकरि सोडवनू 

V.R = 
𝑙𝑇

𝑟
 

जर वमय डबल थ्रेडेड असेल ( म्हिज ेवमय च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये वमय व्हील फक्त ि त ने पुढे ढकलले ज ते ) 

तर 

V.R = 
𝑙𝑇

2𝑟
 

स ध रितेः वमय ह  'n' थ्रेडेड असेल तर 

V.R = 
𝑙𝑇

𝑛𝑟
 

V.R = 
𝐷𝑇

𝑛𝑑
    …………….जर एफटय व्हील च  व्य स भिलेल  असेल तर 
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उदाहरणे - िमट आलण िमट व्हील 

उदाहरण क्र. -01 

एक  भसांगल थ्रेडेड वमय आभि वमय व्हीलमध्ये, वमय व्हीलवरील ि त ांची सांख्य  70 आह.े एफटय व्हील 

च  व्य स 20 cm आभि लोड ड्रमच  व्य स 10 cm आह.े वगे गिुोत्तर ची भकां मत क ढ . मशीनची क ययक्षमत  

62% असल्य स, 1500 N च ेलोड उचलण्य स ठी भकती एफटय ल व व  ल गेल ते शोध . 

उत्रीः 

लदलेली मालहती : 

i) वमय व्हीलवरील ि त ांची सांख्य , T = 70 

ii) हणॅ्डल ची ल ांबी (1) = 
20

2
 = 10 cm 

iii) लोड ड्रम ची भिज्य  (r) = 
10

2
 = 5 cm 

iv) मशीनची क ययक्षमत  (η) = 62% 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ 

V.R = 
𝑙𝑇

𝑟
 

V.R = 
10 𝑋 70

5
 

V.R = 140 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A 

M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
1500

𝑃
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मशीनची क ययक्षमत  %η 

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
1500

62 𝑋 140
 X 100 

P = 17.28 N 

1.4.3. लसंगल पचेस कॅब लिंच (Single purchase crab winch) 

आकृती मध्ये भसांगल पचेस कॅब भवांच ि खभवलेले आह.े आकृतीमध्ये ि खभवल्य प्रम ि ेएक  ड्रम वर 

िोरीचे एक टोक भफलस केलेले आह ेव िोरी ड्रम ल  गुांड ळलेली आह.े 
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िोरीच्य  िसुय य मोकळ्य  टोक ल  लोड 'W' जोडलेल  आह.े एक मोठे ि त असलेले व्हील, ज्य ल  

थपर व्हील (Spur wheel) असे म्हित त ते ड्रमवर घट्टपि े बसभवलेले आह.े आिखी एक लह न ि त 

असलेले व्हील, ज्य ल  भपभनअन (Pinion) असे म्हित त ते थपर व्हील ल  जोडलेले आह.े 

असे म नयू  भक, 

T₁ = भपभनअन वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  

T₂ = थपर व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  

l = हडँलची ल ांबी 

W = उचललेल  लोड 

P = लोड उचलण्य स ठी ल वलेल  एफटय, (हडँलवर ल वलेल ) 

हडँलने एक पररभ्रमि पिूय केल्य वर, एफटय P चे हललेले अांतर = 2 π l. 

भपभनअन ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 1 

थपर व्हील ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 
𝑇1

𝑇2
 

लोड ड्रम ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 
𝑇1

𝑇2
 

लोड W चे हललेले अांतर = dπ
𝑇1

𝑇2
 

 

वगे गिुोत्तर V.R= 
एफटय P च ेहललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
2 π l

πd
T1
T2

 

V.R = 
2𝑙

𝑑

𝑇2

𝑇1
 

जर हडँलची ल ांबी न िते , एफटय व्हील च  व्य स भिल  असेल तर वगे गिुोत्तर. 

V.R = 
𝐷

𝑑

𝑇2

𝑇1
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उदाहरणे - लसंगल पचेस कॅब लिंच 

उदाहरण क्रीः 01 

एक भसांगल पचेस कॅब भवांच च  तपशील ख लील प्रम ि ेआह,े 

हडँलची ल ांबी = 40 cm 

लोड ड्रम च  व्य स = 20 cm 

भपभनअन वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  = 16 

थपर व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  = 80 

शोध  

1) वगे गिुोत्तर V.R आभि 

2) जर मशीनची क ययक्षमत  75% असेल तर 2000 N च  लोडउचलण्य स ठी ल गि र एफटय 'P' भनभित 

कर  

उत्रीः 

लदलेली मालहती : 

हडँलची ल ांबी (l) = 40 cm 

लोड ड्रम च  व्य स (d) = 20 cm 

भपभनअन वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  (T1) = 16 

थपर व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  (T2) = 80 

लोड (W) = 2000 N 

क ययक्षमत  (η) = 75% 
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अगोिर वगे गिुोत्तर (V.R) क ढून घऊे 

V.R= 
2 𝑙

𝑑
 X 

𝑇2

𝑇1
 

V.R= 
2 𝑋 40

20
 X 

80

16
 

V.R = 20 

एफटय 'P' शोधयू , जर क ययक्षमत  %η 

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
𝑊

% η 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
2000

75  𝑋 20
 X 100 

P = 133.33 N 
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1.4.4. डबल पचेस कॅब लिंच (Double purchase crab winch) 

आकृती डबल पचेस कॅब भवांच ि खभवते. य  प्रक र त वगे गिुोत्तर (V.R) िोन टप्प्य ांत भमळवले ज ते. य  

भलभ्टांग मशीनमध्ये िोन थपर व्हील असत त ज्य ांचे ि त T₂आभि T4 

 

असत त तसेच, िोन भपभनअन ज्य ांचे ि त T₁ आभि T3 असत त.थपर व्हील व भपभनअन एकमके ांन  

जोडलेले (Mesh) असत त. T₁ ि त असलेल  भपभनअन ह  T2 ि त असलेल्य  थपर व्हील सोबत जोडलेल  

(Mesh) असतो. तय चपद्धतीने T3 ि त असलेल  भपभनअन ह  T4 ि त असलेल्य  थपर व्हील सोबत 

जोडलेल  (Mesh) असतो. एफटय P ह  हडँलवर ल वल  ज तो. 

असे म नयू  भक, 

T₁ and T3 = भपभनअन वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  

T₂ and T₁ = थपर व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य  

1 = एफटय हणॅ्डलची ल ांबी 
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d = ड्रमच  व्य स 

D = एफटय व्हील च  व्य स 

W = उचललेल  लोड 

P = लोड उचलण्य स ठी ल वलेल  एफटय, (हडँलवर ल वलेल ) 

हनॅ्डलने एक पररभ्रमि (Revolution) पिूय केल्य वर 

एफटय P चे हललेले अांतर = 2π l. येिे l ही हडँलची ल ांबी आह.े 

भपभनअन-1 ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 1 

थपर व्हील-2 ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 
𝑇1

𝑇2
 

भपभनअन-3 ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  =  
𝑇1

𝑇2
 

थपर व्हील-4 ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  =  
𝑇1

𝑇2
 X 

𝑇3

𝑇4
 

लोड W चे हललेले अांतर = π d  
𝑇1

𝑇2
 X 

𝑇3

𝑇4
 

वगे गिुोत्तर V.R = 
एफटय P चे हललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
2πl

πd
T1
T2

T3
T4

 

V.R = 
2l

d
T1
T2

T3
T4

 

V.R = 
2𝑙

𝑑

𝑇2

𝑇1

𝑇4

𝑇3
 

जर हडँलची ल ांबी न िते , एफटय व्हील च  व्य स भिल  असेल तर वगे गिुोत्तर, 

V.R = 
𝐷

𝑑

𝑇2

𝑇1

𝑇4

𝑇3
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उदाहरणे-डबल पचेस कॅब लिंच 

उदाहरण क्र.-01 

एक  डबल पचेस कॅब भवांच मध्ये, भपभनयनमध्ये 15 आभि 20 ि त आहते, तर थपर व्हीलमध्ये 45 

आभि 40 ि त आहते. एफटय हडँल ह  400 mm च  आह,े तर ड्रमच  प्रि वी व्य स 150 mm आह.े जर य  

मशीनची क ययक्षमत  40% असेल तर हडँलच्य  शवेटी ल ग ू केलेल्य  250 N एफटय मळेु भकती लोड 

उचलल  ज ईल ? 

उत्रीःलदलेली मालहती 

भपभनअन वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य ,T1= 15 , T3= 20 

थपर व्हील वर असि ऱ्य  ि त ांची सांख्य , = T2= 45 , T4= 40 

एफटय हणॅ्डल ची ल ांबी (1) = 400 mm 

ड्रमच  व्य स, d = 150 mm 

क ययक्षमत , η = 40% 

एफटय, P = 250 N 

W ह  एफटय मळेु उचलल  गलेेल  लोड आह ेअसे म नयू  

(1) अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घऊे V.R 

आपल्य ल  म हीत आह ेभक, 

V.R = 
2𝑙

𝑑
 X 

𝑇2

𝑇1
 X 

𝑇4

𝑇3
 

V.R = 
2 𝑋 400

150
 X 

45

15
 X 

40

20
 

V.R = 32 

ii) एफटय मळेु उचलल  गलेेल  लोड W शोधयू  
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%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

W  =
% η X P X V.R

100
 

W = 
250X 32 X 40

100
 

W = 3200 N 

1.4.5. साधा स्क्कू्र जॅक (Simple Screw jack) 

आकृतीमध्ये एक स ध  थरू जकॅ ि खभवलेल  आह.े ह े एक उपकरि आह े जे जड लोड 

उचलण्य स ठी व परले ज ते. लोड सहस  तय च्य  मध्यवती ि ग वर असतो. भलवर भकां व  हणॅ्डल च्य  मितीने 

आडव्य  ब जनूे शक्ती (Horizontal Power) ल वनू लोड उचलल  ज तो. 
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असे म नयू  भक, 

l = भलवर ची ल ांबी (भकां व  पॉवर आमय) 

D = एफटय व्हील च  व्य स 

P = ल वलेल  एफटय 

W = उचललेल  लोड 

p = थरू च  पीच (Pitch) 

थरू च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये लोड चे हललेले अांतर = p 

एफटय चे हललेले अांतर = 2 π1 

वगे गिुोत्तर V.R = 
एफटय P चे हललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
2 π1

𝑝
 or V.R = 

πD

𝑝
 

जर थरू डबल थ्रेडेड असेल तर भलव्हर भकां व  पॉवर आमय (Power Arm) च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये 

लोड ह  पीच (Pitch) च्य  िपु्पट उचलल  ज तो. म्हिनू डबल थ्रेडेड थरू स ठी वगे गिुोत्तर. 

V.R = 
2 π1

2𝑝
 

V.R = 
π1

𝑝
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उदाहरणे- साधा स्क्कू्र जॅक 

उदाहरण क्र.- 01 

एक थरू जकॅ 30 kNच  लोड उचलतो व तय ची क ययक्षमत  30% आह,े तसेच तय ल ांबी 60 cm 

आह े.जर थरूच  भपच 15 mm असेल तर ल गि र  एफटय शोध . 

उत्तरेः 

भिलेली म भहती 

लोड (W) = 30 kN = 30000 N .(1 kN =1000 N) 

क ययक्षमत  (η) = 30% 

हडँलची ल ांबी (1) = 60 cm =  600 mm    .(1 cm = 10 mm) 

थरच  भपच Pitch (p) =15 mm 

अगोिर वगे गिुोत्तर (V.R) क ढून घऊे 

V.R = 
2π𝑙

𝑝
 

V.R = 
2 X 3.1415 X 600

15
 

V.R = 251.32 

एफटय P शोधयू  

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 
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%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
𝑊

% η  𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
30 𝑋 103

30 𝑋 251.32
 X 100 

P = 397.89 N 

उदाहरण क्र.- 02 

 एक  थरू जकॅमध्ये एफटय व्हील च  व्य स 200 mm आभि भपच 5 mm आह.े 150 N च्य  एफटय 

मळेु 1000 N च  लोड उचलल  ज तो. तर थरू जकॅची क ययक्षमत  शोध . 

उत्रीः 

लदलेली मालहती 

i. एफटय व्हील च  व्य स (D) = 200 mm 

ii. थरूच  भपच Pitch (p) = 5 mm 

iii. लोड (W) =1000 N 

iv. एफटय (P) =150 N 

v. क ययक्षमत = ? 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ V.R 

V.R = 
π X D

𝑝
 

V.R = 
 3.1415 X200

5
 

V.R = 125.66 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A क ढून घऊे 

M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
1000

150
 



अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

 

39 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 
 

M.A = 6.67 

क ययक्षमत  क ढू 

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 
6.67

125.66
 X 100 

η  = 5.3 % 

1.4.6. िेस्क्टन (Weston's) लडफरंलशअल पुली ब्लॉक (Weston's differential pulley block) 

आकृती मध्ये ि खभवल्य प्रम ि ेवथेटनच्य  भडफरांभशअल पुली ब्ललॉकमध्ये िोन ब्ललॉक A आभि B 

असत त. वरच्य  ब्ललॉक A मध्ये िोन पलुी (1 आभि 2) असत त, एक च  व्य स िसुऱ्य पेक्ष  िोड  मोठ  

असतो. ह्य  िोन पलुी एकच पलुी म्हिनू एकि गोल भफरत त. ख लच  ब्ललॉक B मध्ये िखेील एक पलुी 

असते, ज्य वर लोड W जोडलेल  असतो. एक अांतहीन स खळी पुली '1' वरून ज ते आभि नांतर ख लच्य  

ब्ललॉक मधील पलुी वरून, नांतर शवेटी पलुी '2' वरून ज ते. उवयररत लोम्बकळत असलेली स खळी पभहल्य  

मोकळ्य  टोक ल  जोडली ज ते. एफटय P ह  पलुी '1' वरून ज ि ऱ्य  स खळीवर ल वल  ज तो. स खळी 

घसरण्य प सनू रोखण्य स ठी, पलुीच्य  खोबिीमध्ये (Grooves) प्रोजलेशन (Projection) भिले ज त त. 
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D = पलुी 1 च  व्य स 

d = पलुी 2 च  व्य स, 

W= उचलले ज ि रे वजन 

P = वजन उचलण्य स ठी ल वलेल  एफटय 

ज्य वळेेस आपि एफटय P ह  मोठ्य  पलुीवर ल वतो, तय वळेेस स खळी मोठ्य  पलुीवरून ओढली 

ज ते. मोठ्य  पलुीच्य  एक  पररभ्रमि मध्ये, पलुीवरुि ओढल्य  ज ि ऱ्य  स खळीची ल ांबी = πD. 

ही ल ांबी म्हिजचे एफटय P द्व रे हलवले गलेेले अांतर आह.े 

आपल्य ल  म हीत, आह ेकी, लह न पलुी सदु्ध  मोठ्य  पलुीसोबत भफरि र आह.े तय मळेु लह न 

पलुीद्व रे सोडलेल्य  स खळीची ल ांबी =πd. 

म्हिनू 

स खळीचे नेट शॉटयभनांग = π D - π d = π (D - d) (Net Shortening of Chain) 

स खळीचे ह ेशॉटयभनांग स खळीच्य  िोन ि ग ांमध्ये सम न प्रम ि त भवि भजत केले ज ईल, लोडल  

समियन िईेल. 

ज्य  अांतर ने लोड वर उचलल  ज ईल =
π (D − d)

2
 

वगे गिुोत्तर V.R = 
एफटय P चे हललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
πD

πD−πd

2

 

V.R = 
πD

π(D−d)

2

 

V.R = 
2𝐷

(𝐷−𝑑)
 

जर मोठ्य  आभि लह न पलुीची भिज्य  भिली असेल तर 

V.R  =
2𝑅

(𝑅−𝑟)
 

जर मोठ्य  आभि लह न पलुीच्य  ि त भकां व  कॉग ची सांख्य  भिली असेल तर जर, T₁भकां व  N₁ = मोठ्य  

भकां व  वरच्य  पलुीवर ि त भकां व  कॉग ची सांख्य , T₂भकां व  N₂ = लह न भकां व  ख लच्य  पलुीवर ि त भकां व  

कॉग ची सांख्य  

V.R  =
2𝑇1

(𝑇1−𝑇2)
 

Or 

V.R  =
2𝑁1

(𝑁1−𝑁2)
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उदाहरणे – िेस्क्टनची (Weston's) लडफरंलशअल पुली ब्लॉक 

उदाहरण क्र.-1 

एक वथेटनच  भडफरांभशअल पुली ब्ललॉक ह  8 kNच  लोड उचलण्य स ठी व परल  ज तो. तय त पलुीचे 

व्य स 260 mm आभि 240 mm आह.े जर मशीनची क ययक्षमत  45% असेल तर लोड उचलण्य स ठी 

ल गि ऱ्य  एफटय ची भकां मत भनभित कर . 

उत्र 

लदलेली मालहती 

लोड (W) = 8 kN = 8000 N                                          (1 kN = 1000 N) 

मोठ्य  पलुीच  व्य स (D) = 260 mm 

छोट्य  पलुीच  व्य स (d) = 240 mm 

क ययक्षमत  (η) = 45% 

एफटय P = ? 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ 

V.R = 
2𝐷

𝐷−𝑑
 

V.R = 
2 𝑋 260

260−240
 

V.R = 26 

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 
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%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
𝑊

% η  𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

P = 
8 𝑋 103

45 𝑋 26
 X 100 

P = 683.76 N 

उदाहरण क्र. -2 

वथेटनच्य  भडफरांभशअल पलुी ब्ललॉकमध्ये लह न पलुीवर 12 कॉग आभि मोठ्य  पलुीवर 13 क ँग आहते. 

मशीनच  भनयम P = (W/20) + 20 आह.े जर 750 N च  लोड उचलल  ज त असेल तर मशीनची 

क ययक्षमत  शोध . 

उत्र 

लदलेली मालहती : 

लह न पलुीवर कॉग (N2) = 12 

मोठ्य  पलुीवर क ँग (N₁) = 13 

W मशीनच  भनयम P = 
𝑊

20
 + 20 N 

लोड (W) =750 N 

क ययक्षमत  (η)=? 

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ 

V.R = 
2𝑁1

𝑁1−𝑁2
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V.R = 
2 𝑋 13

13−12
 

V.R = 26 

एफटय P ची भकां मत क ढ्य  (मशीनच  भनयम व परून) 

P = 
𝑊

20
 + 20 N 

W = 750 ट क  

P = 
750

20
 + 20 N 

P = 57.5 N 

मकॅेभनकल अॅडव्ह न्टेज M.A क ढून घऊे 

M.A = 
𝑊

𝑃
 

M.A = 
750

57.5
 

M.A = 13.043 

क ययक्षमत  % η 

% η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

% η = 
13.043

26
 X 100 

η = 50.16 % 
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1.4.7. लगयर पुली ब्लॉक (Geared Pulley block) 

ह े भडफरांभशअल पलुी ब्ललॉकचे सधु ररत रूप आह े ज्य मध्ये भगयसयच्य  मितीने वेग गिुोत्तर तीव्र 

(Intensified) केले ज ते. भगयर पलुी ब्ललॉकमध्ये कॉगव्हील A असते, ज्य िोवती एक अांतहीन स खळी 

असते.एक लह न भगयर व्हील B, ज्य ल  भपभनयन म्हित त. कॉगव्हील A व भपभनयन B एक च श ्ट वर 

जोडलेले असत त. व्हील B ह  िसुय य मोठ्य  व्हील C सह जोडल  (Geared) आह,े ज्य ल  थपर व्हील 

म्हित त. कॉगव्हील D व थपर व्हील C एक च श ्ट वर जोडलेले असत त. लोड ह  एक  स खळीशी 

जोडलेल  असतो जी स खळी कॉगव्हील D वरून ज तो. एफटय ह  अांतहीन स खळीवर ल वल  ज तो, जी 

स खळी व्हील A वरून ज ते जसे आकृती मध्ये ि खभवलेले आह.े 
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आपि असे म नयू , 

T₁ = व्हील A वरील कॉगची सांख्य  (ह्य ल च एफटय व्हील म्हटले ज ते) 

T₂= व्हील B वरील ि त ांची (teeth) सांख्य  (ह्य ल च भपभनअन असे म्हटले ज ते) 

T3= व्हील C वरील ि त ांची सांख्य  (ह्य ल च थपर व्हील म्हटले ज ते), 

T4= व्हील D वरील कॉगची (Cogs) सांख्य  (ह्य ल च लोड व्हील म्हटले ज ते) 

आपल्य ल  म हीत आह ेभक, 

कॉग व्हील A च्य  एक  पररभ्रमि मध्ये एफटय चे हललेले अांतर, = T1 

भपभनअन-B ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  =1 

थपर व्हील C ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 
𝑇2

𝑇3
 

लोड व्हील D ने केलेले पररभ्रमि ची सांख्य  = 
𝑇2

𝑇3
 

..लोड W चे हललेले अांतर = 
𝑇2

𝑇3
 X T4 

वगे गिुोत्तर V.R = 
एफटय P चे हललेल ेअांतर

लोड W चे हललेल ेअांतर
 

V.R = 
𝑇1

𝑇2
𝑇3

𝑋𝑇4

 

V.R = 
𝑇1

𝑇2
𝑋

𝑇3

𝑇4
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उदाहरणे- लगयर पुली ब्लॉक 

उदाहरण क्र.- 01 

एक भगयर पलुी ब्ललॉक जो लोड उचलण्य स ठी व परल  ज तोय तय चे ड यमने्शन ख लील प्रम िे 

भिलेले आहते. एफटय व्हील वरील कॉग ची सांख्य  = 90, लोड व्हीलवरील कॉगची सांख्य  = 8, भपभनयन 

वरील ि त ांची सांख्य  = 25, थपर व्हील वरील ि त ांची सांख्य  = 40. जर मशीनद्व रे 50 N च  एफटय ल वल  

ज त असेल तर ज थतीत ज थत भकती लोड उचलल  ज ऊ शकतो ते शोध . पलुी ब्ललॉकची क ययक्षमत  75% 

घ्य . 

उत्रीः 

लदलेली मालहती (Given): 

एफटय व्हील वरील कॉगची सांख्य  (T₁) = 90 

भपभनयनवरील ि त ांची सांख्य  = (T2) = 25 

थपर व्हीलवरील ि त ांची सांख्य  (T3) = 40 

लोड व्हीलवरील कॉगची सांख्य  (T₄) = 8 

एफटय (P) = 50 N 

क ययक्षमत  (η %) = 75% 

W ह  एफटय मळेु उचलल  गलेेल  लोड आह ेअसे म नयू  

अगोिर वगे गिुोत्तर क ढून घेऊ V.R 

V.R = 
𝑇1

𝑇2
 X 

𝑇3

𝑇4
 

V.R = 
90

25
 X 

40

8
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V.R = 18 

एफटय मळेु उचलल  गलेेल  लोड W शोधयू  

%η = 
𝑀.𝐴

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 

𝑊

𝑃

𝑉.𝑅
 X 100 

%η = 
𝑊

𝑃 𝑋 𝑉.𝑅
 X 100 

W = 
% η X P X V.R

 100
 

W = 
50 𝑋 15 𝑋 75

100
 

W = 675 N 

1.4.8. शेि ब्लॉक्स (दोन आलण तीन शेि) 

1.4.8.1. दोन शेि पुली ब्लॉक: 

तय मध्ये वरच  ब्ललॉक आभि ख लच  ब्ललॉक िखेील असतो ज्य ांच्य  शवे्हमध्ये पलुी असत त; 

तय मळेु पलुींची एकूि सांख्य  च र आह.े वरच  ब्ललॉक भनभित केल  आह ेकी ख लच्य  ब्ललॉकच  जांगम आह.े 

आकृतीमध्येलोड W ह ेिोरीच्य  च र ि ग ांनी सम न रीतीने स म भयक केले आह;े प्रतयेक िोरीतील त ि (T) 

W/4 आह.े ल ग ूकेलेले प्रयतन ति व च्य  सम न असल्य ने; 

P=T 

T=
𝑊

4
 , P= 

𝑊

4
आयभडयल मशीन स ठी M.A =V.R 
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जसे
𝑊

𝑃
 = V.R   .  …M.A=   

𝑊

𝑃
 

𝑊
𝑊

4

 = V.R 

V.R = 4 

1.4.8.2 तीन शेि पुली ब्लॉक: 

य त वरच  ब्ललॉक आभि ख लच  ब्ललॉक िखेील असतो परांत ु प्रतयेक च्य  शवेमध्ये तीन पलुी 

असत त; तय मळेु पलुींची एकूि सांख्य  सह  आह.े य  पलुी ब्ललॉकमध्येही वरच  ब्ललॉक भथिर असतो आभि 

ख लच  ब्ललॉक जांगम असतो. आकृतीमध्ये लोड W ह ेिोरीच्य  सह  ि ग ांद्व रे सम न प्रम ि त भवतरीत केले 

ज ते; प्रतयेक िोरीतील त ि (T) W/6 आह.े 

ल ग ूकेलेले प्रयतन ति व च्य  सम न असल्य ने; 

P=T 

T=
𝑊

6
 

P = 
𝑊

6
 

आयभडयल मशीन स ठी 

M.A = V.R 

V.R = 
𝑊

𝑃
 

V.R = 
𝑊
𝑊

6

 

V.R = 6 
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घटक-2 

बल ांचे विशे्लषण 

(Analysis of Forces) 

विषय विष्पत्ती (Course Outcome):परिण मी बल ची गणन  किण्य स ठी भिलेल्य  बल प्रण लीचे 

भिशे्लषण कि . 

विद् ांत विक्षण परिण म (Theory Learning Outcome): 

१. बल च्य  िभैिष्टय ांचे िणणन कि . 

२. बल प्रण लीमध्ये भिलेल्य  बल ांच्य  मोमेंतची गणन  कि . 

३. भिलेल्य  बल प्रण लीच्य  भिशे्लषण स ठी योग्य क यि  सचुि . 

४. भिलेल्य  बल चे घटक भनभित कि . 

५. भिलेल्य  बल प्रण लीच्य  परिण मी बल ची भिशे्लषण त्मक गणन  कि . 

६. भिलेल्य  बल प्रण लीच्य  परिण मी बल ची ग्र फच्य  मिभतने गणन  कि . 

२.१. य ांविकीच  परिचय (Introduction to Mechanics) 

इांभिनीयरिांग मकॅेभनक्स ह  भिषय म्हणि े एप्ल इड स यन्सची ि ख  आह,े िी य ांभिकीच्य  भनयम आभण 

तत्ति ांबिोबिच त्य ांच्य  अभिय ांभिकी समसय ांिी सांबांभित आह.े खिां ति, इांभिनीयरिांग मेकॅभनक्सचे ज्ञ न एख द्य  

अभियांत्य स ठी प्लॅभनांग,भडझ ईनआभणभिभिि प्रक िच्य  मिीन आभण सरक्चिच्य  कन्सरक्िनस ठी अत्यांत 

आिश्यक आह.े 

२.१.१अविय ांविकी य ांविकी (Engineering Mechanics) 

य ांभिकी ही भिज्ञ न ची एक ि ख  आह े िी बल ांच  अभ्य स किते आभण भिश् ांतीच्य   भसितीत भकां ि  

ह लच लीत असलेल्य  ििीि िि त्य चे परिण म ह त ळते.  

२.१.२उपयोवित य ांविकी (Applied Mechanics) 

िवे्ह  अभिय ांभिकी समसय ांिि य ांभिकी भनयम आभण तत्ति ेल ग ूकेली ि त त, तेव्ह  त्य ल  उपयोभित य ांभिकी 

म्हणत त. य ांभिकी ख लीलप्रम ण ेि ख ांमध्ये भिि गली गलेी आह:े 
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आकृती २.१: य ांविकीचे िर्गीकिण     

य ांविकी दोि ि र्ग ांमध्ये विि र्गली रे्गली आहे . 

१) वथिित  (Statics): 

२) र्गवतिीलत (Dynamics): 

१) वथिित (Statics): 

ही इांभिनीयरिांग मेकॅभनक्सची ि ख  आह,े िी बल आभण त्य ांचे परिण मय ांच्य िी सांबांभितआह ेिवे्ह  ते एख द्य  

वथिि िथतूिि क यण (Act) कित असतील. 

२) र्गवतिीलत (Dynamics): 

ही इांभिनीयरिांग मेकॅभनक्सची ि ख  आह,े िी बल आभण त्य ांचे परिण मय ांच्य िी सांबांभितआह ेिवे्ह  ते एख द्य  

र्गवतिील िथतूिि क यण (Act) कित असतील. 

गभतिीलत  पढुील िोन ि ख ांमध्ये भिि गली ि ऊ िकते: 

(i) क यिेमॅवटक्ि (Kinematics) 

(ii) क यिेवटक्ि (Kinetics) 

(i) क यिेवटक्ि (Kinetics): 

ही गभतिीलतेची(ड यनॅभमक्सची)ि ख  आह,ेिी बल मळेु तय ि झ लेल्य  गभतम न िसतूिी सांबांभित आह.े 

(ii) क यिेमॅवटक्ि (Kinematics): 

य ांत्रिकी

स्थिरत गततशीलत 

क यनेमॅटिक्स क यनेटिक्स
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ही गभतिीलतेची (ड यनॅभमक्सची)ि ख  आह,े िीगभतिीलिसतिूीसांबांभित आह,ेज्य मध्येगतीस ठी िब बि ि 

असलेल्य  बल च  कोणत ही सांििण घतेल  ि त न ही. 

मूलिूत व्य ख्य  (Fundamental Definition): 

१) थपेि (Space):  

भिओमरेीकरििन (Geometric Region)ज्य मध्ये िसतचू  अभ्य स केल  ि तो त्य ल  सपेस 

म्हणत त. 

२) िेळ (Time): 

ह ेएकमलूितू प्रम ण आह.े िेळ म्हणिे मोिलेल  भकां ि  मोिण्य योग्य क ल ििी ज्य  ििम्य न एख िी भिय , 

प्रभिय  भकां ि  भसिती अभसतत्ि त असते भकां ि  च ल ूअसते. आभण ते ‘t ' भकां ि  'T' द्व िे ििणभिले ि ते. 

३) िथतुम ि (Mass): 

बॉडी मिील पि ि णच्य (Matter) प्रम ण स िसतमु न असे म्हणत त. 

त्य चे एकक भकलोग्र म(kg) भकां ि  ग्रॅम(gm) आह.े 

४) कण (Particle): 

कणह  अत्यांत लह न आक ि ची िसतमू्हणनू परिि भषत केल  ि ऊ िकतोआभण तो एक ग्रभबांि ू

(Concentrated point) म नले ि तो. 

५) िथतू(Body): 

भनभित िसतमु न असलेल्य  आभण भनभित ि ग  व्य पलेल्य  िसतलू  बॉडी म्हणत त. 

६) रिविड बॉडी (Rigid Body): 

रिभिड िसतचूी व्य ख्य  अिी केली ि ऊ िकते िी क ही ब ह्य बल च्य  अिीन असली तिीही त्य चे आक ि 

आभण आक िम न )Shape and Size(  भटकिनू ठेि ूिकते. प्रत्यक्ष व्यिह ि त, कोणतीही िसत ूपणूणपण ेरिभिड 

नसत.े पण स िेपण स ठी, आपण सिण िसत ूरिभिड िसत ूम्हणनू घतेो. 

७) ििि(Weight): 
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एख द्य  िसतलू  पथृ्िी ज्य  बल ने आपल्य  कें द्र च्य  भििनेे ओढते त्य ल  िसतचूे ििन म्हणत त.िसतचूे 

िसतमु न ‘m’ )एम (आभण ििन  ‘W’ )डब्लल्यू (मिील सांबांि ख लील समीकिण द्व िे भिले ि त त 

W = m × g 

‘g’ चे मलू्य MKS प्रण लीमध्ये तसेच SI यभुनटमध्ये 9.81m/sec2 .गणन  क यण(Calculation) सलुि 

किण्य स ठी सहस  9.80 m/sec2 म्हणनू घतेले ि ते. 

 

टेबल 1.1 : िथतुम ि(Mass) आवण ििि(Weight)य ांच्य तील फिक: 

अ. क्र. िथतुम ि(Mass) ििि (Weight) 

1 ह े िसत ू मध्ये असलेल्य  पि ि णचे प्रम ण 

आह.े 

ह ेएक बल आह ेज्य द्व िे िसत ूपथृ्िीच्य  कें द्र कडे 

आकभषणत होते. 

2 ह ेसिण भठक णी भसिि आह.े िगेिगेळ्य  उांचीिि ते िेगळे आह.े 

3 ह े िसत ू मिील गती(motion) प्रभतक ि 

भनम णण किते. 

ह ेिसत ूमिील गती(motion)भनम णण किते. 

4 ह े सकेलि प्रम ण आह ेक िण त्य त केिळ 

परिम ण (magnitude) आह.े 

ह े एक िके्टि प्रम ण आह े क िण त्य त 

परिम ण(magnitude)आभण भिि (direction) 

आह.े 

5 ते किीच िनू्य नसते. ते पथृ्िीच्य  मध्यि गी िनू्य आह.े 

6 ह े यभुनटटसच्य  MKS प्रण लीमध्ये तसेच 

SI यभुनटटसमध्ये भकलोग्र म (kg) मध्ये 

मोिले ि ते. 

ह ेयभुनटटसच्य )MKS)प्रण लीमध्ये भकलोग्र म 

ििन मध्ये (kg wt. भकां ि  kgf ) आभण SI 

यभुनटटसमध्ये न्यटून )N) मध्य ेमोिले ि ते . 

7 ह ेस ध्य  बॅलन्सद्व िे मोिले ि ऊ िकते. ह ेभसप्रांग बॅलन्सद्व िे मोिले ि ते. 

 

https://translate.google.com/translate?hl=en&prev=_t&sl=en&tl=mr&u=http://easyengineering.net/
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२.१.३अवदि आवण िवदि ि िी (Scalar and Vector Quantity): 

२.१.४अवदि ि िी (Scalar Quantity): 

अवदि ि िी ह ेअसे आह े ज्य मध्ये केिळ परिम ण(Magnitude) आह.े उि हिणे: िसतमु न, परिम ण, िळे 

आभण घनत . 

 

 

 

आकृती २.२: अवदि ि िी 

 

२.१.५ िवदि ि िी (Vector Quantity): 

१) िवदि ि िी (Vector Quantity) ह ेअसे आह ेज्य त परिम ण (Magnitude) तसेच भिि  (direction) 

असत.े उि हिण:े  बल , िगे, प्रिगे आभण क्षण इ. 

सभिि ि िी (Vector Quantity)  भह एकिेष  आभण त्य च्य  टोक ल  डोक्य िि ब ण असे ििणभिल े

ि त.े िेषचेी ल ांबी (सोयीसकि प्रम ण त) िके्टिच्य  भिि लतेच्य  बिोबिीची आहे.  िेष , त्य च्य  ब ण च्य  

डोक्य सह, िके्टिची भिि  भनभित किते. 

.  

आकृती २.३: िवदि ि िी 

 

Volume 
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२.१.६ मोिण्य चे एकक (Units of Measurement): 

१) एकक (Unit) 

िौभतक प्रम ण मोिण्य स ठी ि पिल्य  ि ण ऱ्य  म नक ांन  त्य  प्रम ण चे एकक म्हणत त. 

मोिण्य चे िोन एकक आहते. 

 मलूितू (Fundamental) एकके/बेभसक (Basic) एकके. 

 भडि इव्हड (Derived) एकके 

२.१.७ मुलिूत एकके /बेविक एकके (Fundamental or Basic Units): 

मलुितूपरिम ण ांच्य  (Fundamental Quantities) एकक ांन  मलुितू एकके म्हणत त. 

मलुितूपरिम ण िौभतक परिम ण (Physical Quantity) आहते, ि े त्य च्य  मोिम प स ठी इति 

कोणत्य ही िौभतक परिम ण ांिि अिलांबनू न हीत. बेभसक/मलुितूपरिम ण ख लीलप्रम ण ेआहते. 

टेबल 1.2 : मुलिूत एकके /बेविक एकके. 

अ. क्र. मुलिूत िौवतक प्रम ण मुलिूत 

एकक 

वचन्ह 

1 ल ांबी (Length) मीटि m 

2 िसतमु न (Mass) भकलो kg 

3 िळे (Time) सेकां ि      s 

 

ति भप मलुितू /बेभसक एकक ांमध्ये आणखी िोन प्रम ण )प्लेन अगँल आभण सॉभलड अँगल (सम भिष् केले 

ि ऊ िकत त.  

२.१.८ वडि इव्हड (Derived)एकके: 

भडि इव्हड(Derived)परिम ण ांच्य  एकक ांन  भडि इव्हड परिम ण (Derived Units)असे म्हणत त. ह ेिौभतक 

प्रम ण एक भकां ि  अभिक मलुितू परिम ण चे सांयोिन (combination)म्हणनू व्यक्त केले ि त त. 
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टेबल :1.3 : वडि इव्हडएकके(Derived Units) 

वडि इव्हड प्रम ण 

(Derived Quantity) 

िुि (Formula) वडि इव्हड एकके  

(Derived Units) 

क्षेिफळ (Area) ल ांबी × ल ांबी चौिस मीटि(m2) 

आक िम न (Volume) ल ांबी × ल ांबी × ल ांबी घनमीटि(m3) 

घनत  (Density) िसतमु न/ आक िम न भकलो/ मी 3(kg/m3) 

िगे आभण सपीड (Velocity and Speed) ल ांब/  िळे  मी / से (m/s) 

प्रिगे (Acceleration) िगे  /िेळ 2 मी / से2 (m/s2) 

बल (Force) िसतमु न ×प्रिगे भकलोमीसे/2(kgm/s2)भकां ि  ‘N’ 

ऊि ण आभण क यण (Energy and Work) बल × ल ांबी भकलोमी2 /से2 (kgm2/s2) 

िक्ती (Power) ऊि ण/  िळे  भकलोमी2 /से3 (kgm2/s3) 

ि ब आभण िोि (Pressure and Thrust) बल/ क्षेि भकलोमी/ से 2 (kgm/s2) 

च लन  (Momentum) िसतमु न×िगे भकलोमी/से (kgm/s) 

 

२.१.९ एकक प्रण ली (Systems of Units): 

बेभसक / मलुितू यभुनटटस आभण भडि इव्हड (Derived)यभुनटटसच  सांपणूण सांच एकक प्रण ली (Systems of 

Units) म्हणनू ओळखल  ि तो. िगेिगेळ्य  िेि ांनी िौभतक प्रम ण मोिण्य स ठी िगेिगेळ्य  प्रक िच्य  

यभुनटटसच  ि पि केल ि तो.  

एकक च्य  ख लील प्रण ली ि पि त आहते. 

1. िीिीएि(C.G.S.) प्रण ली  -  ते अनिुम ेसेंटीमीटि, ग्रॅम,सेकां ि आहते. 

2. एफपीएि(F.P.S.) प्रण ली - ते अनिुम ेफूट, प उांड, सेकां ि आहते. 

3. एमकेएि(M.K.S.) प्रण ली - ते अनिुम ेमीटि, भकलोग्र म आभण सेकां ि आहते. 

4. एिआय(S.I.) प्रण ली - ते अनिुम ेन्यटून, मीटि आभण सेकां ि आहते . 
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एिआय (S.I.) यभुनट प्रण ली आत  म पन किण्य स ठी िगिि त सिीक िले गेले आह.े 

२.१.१० बल(Force): 

१) बल ची व्य ख्य   

न्यटून च्य  पभहल्य  भनयम नसु ि भसिि िसत ूगभतम न किण्य स ठी भकां ि  िसतचूी सिळ िेषतेील एकसम न गती 

बिलण्य स ठी ल गण ऱ्य  िौभतक ि िीस बल असे म्हणत त. 

बल य  ि िीस परिम ण आभण भिि  असते, म्हणनू तीसभिि (िके्टि) ि िी आह.े 

 २) बल ची एकके(Units of Force):  

बल चे िोन स म न्यतः ि पिले ि ण िे एकक आहते: 

i) परिपणूण एकके (Absolute units of force) 

ii) गरुुत्ि कषणण एकके.(Gravitational units of force) 

३) बल चे परिपूणण एकक (Absolute units of force): 

िसतमु न आभण प्रिगे िगेिगेळ्य  यभुनटटसच्य  िगेिगेळ्य  प्रण लींमध्ये मोिले ि त त, म्हणनू ख ली भिलेल्य  

भिभिि प्रण लींमध्ये बल चीएकके िखेील भिन्न आहते: 

i) एफ.पी.एि. FPS )फूट-प उांड-िेकां ड( प्रण लीमध्ये बल चे परिपणूण एककएक प उांड आह.े एक बल 

ि ेएक प उांडच्य  िसतमु न त एकक गती भनम णण किते. 

ii) िी .िी.एि. CGS (िेंटीमीटि -ग्र म -िेकां ड ( प्रण लीमध्ये बल चे परिपणूण एकक ड इन (Dyne) 

आह.े एक बल ि ेएक  ग्रॅमच्य  िसतमु न त एकक गती भनम णण किते. 

iii) एम.के.एि.MKS  )  मीटि -वकलोग्र म -िेकां ड ( प्रण लीमध्ये बल चे परिपणूण एकक न्यटून आह.े एक 

बल िे एक भकलोच्य  िसतमु न त एकक गती भनम णण किते. 

सपष्पण े, 1 Newton = 105 Dynes. 

४) बल ची रु्गरुत्ि कषणण एकके (Gravitational units of force): 

ही एकके िसतचू्य  ििन िि अिलांबनू असत त. म्हणि,े ज्य  बल नेिसत ूपथृ्िीच्य  कें द्र कडे आकभषणत होते. 
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एक  िसतचूे ििन (W) आभण  त्य चे िसतमु न 'm' असेल, म्हणिते्य  िसतूमिील पि ि णचे प्रम ण (W =mg), 

भििे ‘g’ म्हणि ेगरुुत्ि कषणण मळेु असलेल  प्रिगे आह.े म्हणनू गरुुत्ि कषणण एकके बल च्य  यभुनटटसच्य  तीन 

भससटीम अि णत FPS, CGS आभण MKS मध्ये अनिुमे पौंड ििन, ग्र म ििन आभण भकलोग्र म ििनआह.े 

बल च्य  एकक ांच  िांबांध ख लीलप्रम णे आहे: 

i) 1 पौंड ििन (भकां ि  lbf ) = 32.2 पौण्डल्स(स ि िणपणे) 

ii) 1 ग्रॅम ििन (भकां ि  gmf ) = 981 ड इन (Dynes) (स ि िणपणे) 

iii) 1 भकलोग्र म ििन (भकां ि  kgf ) = 9.81 न्यटून (Newton) (स ि िणपणे) 

२.१.११ ब ऊि(Bow’s) िोटेिि: ही एक बल ििणभिण्य ची पद्धत आह े ज्य मध्ये िोन कॅभपटल लेटसण 

बल च्य  कोणत्य ही एक  ब िनूे एक  भिभिष् अनिुम ने घडटय ळ च्य  भििनेे भलहले ि त त िसे आकृती २.४ 

मध्ये ििणभिले आह.े 

 

आकृती २.४: ब ऊि(Bow’s) िोटेिि 

 

आकृती २.४मध्ये ,  

ििेे,         बल F1 (200 N), ’AB’ द्व िे ििणभिले ि ते 

बल F2 (100 N), ‘BC’ द्व िे ििणभिले ि ते आभण 

बल F3 (150 N), ‘CA’ द्व िे ििणभिले ि ते. 
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बल चे प्रवतविवधत्ि (Representation of forces): 

ख लील िोन प्रक िे बल चे प्रभतभनभित्ि केले ि ऊ िकते: 

1. िके्टि प्रभतभनभित्ि (Vector Representation) 

2. ब ऊि (Bow’s) नोटेिन. 

 

िेक्टिप्रवतविवधत्ि (Vector Representation): 

एक बल आकृती२.५मध्य ेि खभिल्य प्रम ण ेएक िके्टि म्हणनू प्रभतभनभित्ि करू िकतो. 

 

                                          F1 (50N)                                           F2 (50N) 

   

 

आकृती२.५: िेक्टि प्रवतविवधत्ि(Vector Representation) 

२.१.१२ बल ची िैविष््टये (Characteristics of a force): 

1) परिम ण (Magnitude): ह ेबल चे प्रम ण ििणिते.(उि . 50 N च बल म्हणि े50 N ह  

बल चे परिम ण (Magnitude) आह.े 

2)  वदि  (Direction) : भिि  ज्य  िेषमेध्ये बल क यण किते त्य  िेषदे्व िे ििणभिली ि ते. 

3) बल चे थिरूप (Nature of Force): बल ह  िक्क  (Push) भकां ि  खचेण े(Pull) अस ूिकतो. 

4)  उपयोवित वबांदू (The Point of Application): ज्य  भबांििूि (भकां ि  ज्य  द्व िे) बल िसतिूि   क यण 

किते. 

२.१.१३ बल चे परिण म (Effect of Forces): 

िसतमूध्ये एक बल ख लील प्रि ि भनम णण करू िकते, ज्य िसतिूि ते क यण किते: 

a. िसतचूी गती बिल ूिकते. उि . िि िसतभूसिि असेल ति  बल त्य ल  हलि ूिकत.े 

b. ह ेिसतचूी गती मांि भकां ि  गभतम न करू िकते. 
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c. ह ेिसतिूि आिीच क यण कित असलेल्य  बल ांन  मांि ि ूिकते, त्य मळेु ते भसिित  भकां ि  समतोल आण ू

िकते. 

d. ह ेिसततूील अांतगणत तण ि ांन  (Internal Stresses) तय ि करू िकते. 

२.१.१४. बल प्रण ली (Force System): 

बल प्रण ली म्हणि ेएक भकां ि  अभिक प्लेन (Plane) मध्ये  िसतिूि  क यण किण ऱ्य  बल ांच  सांग्रह. बल ांच्य  

कृतीिेषेच्य  स पेक्ष भसितीनसु ि(Relative Position),बल ांचे ख लीलप्रम ण ेिगीकिण केले ि ऊ िकते 

 

आकृती२.६: बल ांचे िर्गीकिण (Classification of Forces) 

1. को -प्लेिि फोिेि (Coplanar forces) 

ज्य  फोसेस ची कृभतिेष  एक च प्लेन मध्ये आह ेत्य ांन  को -प्लेनि फोसेस म्हणत त. को -प्लेनि फोसणचे च ि प्रक ि 

आहते . 

बलप्रण ली 
(Force System)

को-प्लेनर
(Coplaner)

कोललननअर
(Colinear)

क ाँकरण्ट
(Concurrent) 

नॉन क ाँकरण्ट  
(Non-Concurrent)

पॅरेलल (Parallel)

ल इक पॅरेलल (Like

Parallel)

अनल इक पॅरेलल
(Un-Like Parallel)

नॉन को-प्लेनर
(Non-coplanar)

क ाँकरण्ट
(Concurrent) 

नॉन क ाँकरण्ट  
(Non-Concurrent)

पॅरेलल (Parallel)

ल इक पॅरेलल (Like

Parallel)

अनल इक पॅरेलल
(Un-Like Parallel)
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अ) कोवलविअि (एकिेषीय  (फोिेि ) Collinear forces)  - ज्य  फोसेस ची कृभतिेष  एक च िेषमेध्ये येत े

त्य ांन  कोभलभनअि )एकिेषीय( फोसेस म्हणत त  .कोभलभनअि फोसण  भससटम 

आकृती२.७मध्ये ििणभिल्य प्रम ण ेआह.े 

 

आकृती-२.७: कोवलविअि फोिेि 

ब) को -प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि (Concurrent) - ि े फोसेस एक च भबांितू िटेत त भकां ि  छेित त आभण 

त्य ांची कृभतिेष  एक च प्लेन मध्ये असते त्य  फोसेस ल  को -प्लेनि क ँकिण्टफोसेसम्हणत त. 

को -प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि आकृती २.८ मध्ये ि खिल्य प्रम णे 

 

आकृती -२.८: को -प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि 

क) को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि(Non-Concurrent)  - ि े फोसेस एक च भबांितू िटेतन ही भकां ि  

छेितन ही पिांत ू त्य ांची कृभतिेष  एक च प्लेन मध्ये असते त्य  फोसेस ल  को -प्लेनि नॉनक ँकिण्ट फोसेस 

म्हणत त.             

को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि आकृती२.९ मध्ये ि खिल्य प्रम णे 

 
आकृती२.९: को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि 
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ड) िम ांति(पॅिेलल) फोिेि - 

ि ेफोसेस एक च प्लेन मध्ये ल िलेले असतील आभण एकमके ांन  सम ांति असतील ति त्य ांन  सम ांति फोसेस 

म्हणत त  .ह ेफोसेस एक च भििनेे भकां ि  भिरुद्ध भििनेे अस ूिकत त.  

सम ांति फोसेस िोन प्रक ि आहते. 

(i) ल इक पॅिेलल (Like Parallel) 

ज्य  फोसेस ची कृभतिेष  एकमके ांन  सम ांति असतील आभण त्य ांची भिि  एकच असेल ति अि  फोसेस ल  

ल ईक पॅिेलल)Like Parallel)फोसेसम्हणत त. 

ल इक पॅिेलल (Like Parallel) फोिेिआकृती२.१०मध्ये ि खिल्य प्रम णे 

 

आकृती२.१०: ल इक पॅिेलल (Like Parallel)फोिेि 

(ii) अिल इक पॅिेलल (Un-Like Parallel) 

ज्य  फोसेस ची कृभतिेष  एकमके ांन  सम ांति असतील पिांत ू त्य ांची भिि  एक नसेल ति अि  फोसेस ल  

अनल ईक पॅिेलल)Unlike Parallel)फोसेस म्हणत त.  

अिल ईक पॅिेलल)Unlike Parallel)फोिेि आकृती२.११मध्ये ि खिल्य प्रम णे, 

 

आकृती२.११: अिल ईक पॅिेलल (Unlike Parallel) फोिेि 
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2. िॉि -को-प्लेिि फोिेि (Non-Coplanar Forces) :- 

ि े फोसेस एक च प्लेन मध्ये नसत त )म्हण ि े िगेिगेळ्य  प्लेन मध्ये असत त(त्य ांन  नॉन कोप्लेनि फोसेस 

म्हणत त. 

नॉन कोप्लेनि फोसेस चे तीन प्रक ि आहते 

अ) िॉि -को-प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि (Non-Coplanar Concurrent Forces): - 

ि ेफोसेस एक च भबांितू िटेत त पिांत ू त्य ांची कृभतिेष  एक च प्लेन मध्येनसते त्य  फोसेस ल  नॉन -को-प्लेनि 

क ँकिण्टफोसेसम्हणत त. 

िॉि -को-प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि आकृती२.१२मध्ये ि खिल्य प्रम णे, 

 

आकृती२.१२: िॉि -को-प्लेिि क ाँकिण्टफोिेि 

ब) िॉि को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि (Non-Coplanar Non-Concurrent Forces): 

ि ेफोसेस एक च भबांितू िटेतन ही आभण त्य ांची कृभतिेष  एक च प्लेन मध्ये नसते त्य  फोसेस ल  नॉन को -प्लेनि 

नॉन क ँकिण्टफोसेसम्हणत त. 

िॉि को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि आकृती२.१३ मध्य ेि खिल्य प्रम णे, 

 
आकृती२.१३: िॉि को -प्लेिि िॉि क ाँकिण्टफोिेि 
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क) िॉि को -प्लेिि पॅिेलल (Parallel)फोिेि - 

ह ेसम ांति फोसेस आहते ,ि ेएक च प्लेन  मध्ये नसत त  म्हणि ेिगेिगेळ्य  प्लेन मध्ये असत त  आभण ते 

िगेिगेळ्य  भबांििूि एक च भििनेे भकां ि  िगेिगेळ्य  भििनेे क यण कित असत त  .ि ेफोससे एक च भििने ेक यण 

कित असत त त्य ांन  ल ईक पॅिेलेल फोसेस म्हणत त आभण ि े भिरुद्ध भििनेे क यण कित असत त त्य ांन  

अनल इक पॅिेलेल फोसेस म्हणत . . 

२.२ बल च  मोमेन्ट(Moment of a Force) 

बल च  मोमने्ट ह  त्य च्य  िोटेिनल प्रि ि चे मोिम प आह.े ह े बल च्य  परिम ण (Magnitude) आभण 

बल च्य  भियेच्य  लांबित अांति च े (Perpendicular Distance) म्हणनू परिि भषत  केले ि ते. बल च  

मोमने्ट ह बल आभण त्य  मिील भबांिचू्य  लांबित अांति च  (Perpendicular Distance) गणु क ि असतो ह े

आकृती २.१४ मध्ये ििणिलेआह.े  

 

आकृती.२.१४: बल च  मोमेन्ट 

बल च  मोमने्ट = बल(Force) ×लांबित अांति (Perpendicular Distance) 

               Moment = F× L 

 

आकृती२.१५: ि इि कन्व्हेन्िि 
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ििील आकृती२.१५मध्ये बल च्य  मोमने्टचे स इन कन्व्हने्िन ि खिलेले आह.े 

िि,बल न्यटून (N) आभण अांति भमभलमीटिमध्ये (mm) घतेले ति मोमेंटचे एकक न्यटूनएम एम (N-mm) 

असेल.अभिय ांभिकीमध्ये मोमेंटचेस म न्यतः ि पिले ि ण िे एकक भकलो न्यटूनएम-एम (kNmm), न्यटून भमटि 

(N-m) आभण न्यटून-एमएम (N-mm) आहते.  

२.२.१ कपल (Couple) 

िोन सम न, भिपिीत, सम ांति, नॉन कॉभलन फोसण एक िोडपे बनित त. बल सम न आभण भिरुद्ध असल्य मळेु 

त्य ांचे परिण मिनू्य आह.े त्य मळेु कपल फक्त िोटिी गती तय ि कित त.  

 

आकृती२.१६: कपल 

२.२.१कपलचे िैविष््टये (Characteristics of Couple) 

१) परिम ण- कपलचे परिम ण ह ेकपलने तय ि केलेले मोमने्ट असते.  

२) कपलच  लीव्हि आमण- कपच्य  िोन बल मिील अांति लीव्हि आमण भकां ि  आमण ऑफ कपल म्हणनू 

ओळखले ि ते.  

३) कपलचे प्रक ि  

 - घडटय ळ च्य  भििनेे कपल सक ि त्मकमोमने्ट िईेल. 

- घडटय ळ च्य  भिरुद्ध भििनेे िोडपे नक ि त्मक मोमने्ट भनम णण कितील. 

२.२.२कपलचे रु्गणधमण 

(१) कपलच्य  बल च  परिण म िनू्य आह,े म्हणि ेR= P-P = 0. 

 (२) कपलच  मोमने्ट बल  पैकी एक च्य  गणु क ि च्य  बिोबिीच  असतो, म्हणिे, 

 M = P x a. 

 (३) कोणत्य ही ठीकभन कपलच  मोमने्ट भसिि असतो. 
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(४) िोन भकां ि  अभिक कपल  सम न सांििेन  आभण सम न मोमने्ट असल्य स सम न कपल म्हटले ि ते. 

 (५) एकल कपलद्व िे भकतीही कॉप्लॅनि िोडप्य ांचे प्रभतभनभित्ि केले ि ऊ िकते. मोमने्टची बीिगभणतीय बेिीि सिण 

कपलच्य  मोमने्टच्य  बिोबिीची असते.  

२.३. बल िी िम्बवधत प्रमेय(Laws related to forces) 

२.३.१ बल ची िांक्रमणीयत  (Transmissibility of a force): 

ह ेअसे स ांगते की, " िि एख ि ेबल रिभिड िसतिूि कोणत्य ही एक  भबांििूि ल गत असेल , ति ते बल त्य च्य  

कृतीिेषिेिील (Line of Action) कोणत्य ही िसुऱ्य  भबांििूि भिच ि त घतेल  ि ऊ िकतो. फक्त तो िसुि   भबांि ू

रिभिड िसतिुी सांबांभित अस ि  ". 

 

आकृती२.१७: बल ची िांक्रमणीयत  (Transmissibility of a force) 

िि आपण बल ‘F’ ल  भबांि ू A िरून भबांि ू B िि नेले िे F च्य  कृतीिेषिेि आह े, ति सम न परिण म अपेभक्षत 

असेल. 

२.३.२: व्हेरिग्ििचे प्रमेय (Varignon’s Theorem) 

क ँकिण्ट बल (Concurrent forces)प्रण लीच्य  एक  भबांिबूद्दलच्य  मोमने्टची बीिगभणतीय बेिीि (Algebraic 

sum ) ही एक च भबांिबूद्दल य  सिण बल च्य मोमने्टच  रिझल्टन्ट आह.े 

 

आकृती२.१८: व्हेरिग्ििचे प्रमेय 
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२.३.३.बल च िम ांतििुिच  वियम (Parallelogram law of Forces) 

बल च्य  सम ांतिििु भनयम त असे नमिू केले आह ेकी, “िि एक  िसतिूि (On a particle ) एक च िळेी 

क यण किण ऱ्य  िोन बल ल  सम ांति चतुिुणिच्य  (Parallelogram) िोन समीप ब िूांनी (Two side) परिम ण 

(Magnitude) आभण भििनेे (In the direction) प्रभतभनभित्ि केले ि तअसेल ति, त्य च रिझल्टन्टसम ांति 

चतिुुणिच्य  कण णच्य  (Diagonal) परिम न ण े आभण ििणभिल  ि तो;िो भक बल च्य  भिरुध्ि भििनेे 

असतो”.ख लील आकृती २.१९मध्ये बल च  सम ांतिििुच  भनयम ि खिलेल   आह.े तसेच बल P आभण Q 

मिीलकोन‘Ѳ’आह े

 

आकृती२.१९: बल च िम ांतििुिच  वियम 

गभणतीय पद्धतीने (Mathematically ) ;रिझल्टन्ट(R)= √P2 + Q2 + 2PQ cos Ѳ 

येिे P आभण Q िोन बल आहते रिझल्टन्ट ची भिि (𝛼)नेभिली ि ते. 

रिझल्टन्टची भिि (𝛼)  = tan−1|
Q sin Ѳ

P+Q cos Ѳ
| 

बल च्य सम ांतिििु भनयम च्य  मय णि  : 

1. ह ेकेिळ िसतिूि क यण किण ऱ्य  िोन बल न  ल ग ूआह.े 

2. बल क ँकिण्ट (Concurrent) असण ेआिश्यक आह.े 
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उद हिणे:बल च िम ांतििुिच  वियम 

उद हिणक्र.-01 

िोन बल 8N आभण 6N ह े एक  िसतिूि(A particle) त्य ांच्य  भियेच्य  (With their line of action) 

िेषसेह70 च्य  कोन त झकुलेले आह े (Inclined), ति रिझल्टन्टची (R)मभॅग्नटटयडू (Magnitude) आभणभिि  

(Direction) िोि . 

 

आकृती२.२०: बल च  िम ांतििुिच  वियम 

वदलेलीम वहती : P = 8N, Q = 6N,  Ѳ = 700
 

िोध : रिझल्टन्टची ( R) मभॅग्नटटयडू (Magnitude) आभणभिि  (Direction) िोि . 

उत्ति   :  ििील आकृती 3.6 मध्ये िसतिुि  ल ग ु होण िे  बल  ि खिलेले आह ेआपल्य ल  म भहत आह ेकी,  

रिझल्टन्ट (R) = √P2 + Q2 + 2PQ cos Ѳ 

R= √82 + 62 + 2 × 8 × 6 cos 700 

R= √64 + 36 + 96 cos 700 

R= √100 + 96 cos700 

R= √132.83 

R=11.53N ………………………………………..उत्ति 

रिझल्टन्ट ची भिि  (α) 

α = tan−1|
Q sin Ѳ

P + Q cos Ѳ
| 

 

α =tan−1|
6 sin 70

8+6 cos 70
| 
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α= tan−1 |
5.63

10.05
| 

 

α= tan−1 | 0.56 | 

 

𝜶 =𝟐𝟗. 𝟕𝟓0 ………………………………………..उत्ति 

 

उद हिणक्र.-02 

िोन क ँकिण्ट200N बल स ठी आभण त्य ांच्य  150N रिझल्टन्टस ठीच कोन िोि . 

वदलेलीम वहती: बलP = Q= 200N 

िोध : बल -मिील कोन(Ѳ). 

उत्ति   : आपल्य ल  म भहत आह ेकी,(R) = √P2 + Q2 + 2PQ cos Ѳ 

 150 = √[1002 + 1002 + 2 × 100 × 100 cos Ѳ] 

  1502 = [1002 + 1002 + (2 × 100 × 100 cos Ѳ)] 

  22500 = 20000 + (20000 cos Ѳ) 

  2500 = 20000 cos θ 

 cos θ = (2500/20000) 

 cos θ = 0.125 

  θ =  cos−1(0.125) 

   θ = 82.820 

बल -मधील कोि (Ѳ) = 82.820 
………………………………उत्ति 
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उद हिणक्र.-03 

18 Nआभण 14 Nह ेिोन बल अि  िसतिूिल ग ुहोत आहते की त्य ांच  रिझल्टन्ट30N आह,ेति त्य ांच्य बल -

मिील कोनआभण रिझल्टन्टची भिि िोि . 

वदलेलीम वहती: बल P =18 N, Q =14 N, R= 30 N 

िोध : 1. बल -मिील कोन (Ѳ). 

            2.रिझल्टन्टची भिि  (𝛼) 

 

आकृती२.२१: बल च  िम ांतििुिच  वियम 

उत्ति   : ििील आकृती 2.21 मध्ये िसतिुि  ल ग ु होण िे  बल  ि खिलेले आह,ेआपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

रिझल्टन्ट (R) = √P2 + Q2 + 2PQ cos Ѳ 

                  30 = √182 + 142 + 2 × 18 × 14 cos Ѳ 

                  302 = [182 + 142 + (2 × 18 × 14 cos Ѳ)] 

                 900 = 520 + (504 cos Ѳ) 

                 380 = 504 cos Ѳ 

               cos θ = (380/504) 

              cos θ = 0.75 

θ = cos−1(0.75) 

θ = 41.060 
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बल -मधील कोि (Ѳ) = 41.060 ………………………………………उत्ति 

रिझल्टन्टची भिि (𝜶)= tan−1 |
Q sin Ѳ

P+Q cos Ѳ
| 

                                 𝛼 =tan−1 |
14 sin 41.06

18+14cos 41.06
| 

                                  𝛼 =tan−1 |
9.20

28.56
| 

                                  𝛼 =tan−1 | 0.32] 

𝜶 = 𝟏𝟕. 𝟕𝟒0………………………………..उत्ति 

उद हिणक्र.-04 

िि िोन सम नबलआभण त्य ांच  रिझल्टन्टP िखेीलबिोबिअसतील ,ति P मिील कोन िोि . 

वदलेलीम वहती: बल P= Q = P (Newton)मध्येआभणरिझल्टन्ट (R) = P (Newton)मध्य े

िोध : 1.बल -मिील कोन(Ѳ). 

उत्ति   : आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

रिझल्टन्ट(R) = √P2 + Q2 + 2PQ cos Ѳ 

                  P = √P2 + P2 + 2 × P × P cos Ѳ 

                  P = √2P2 + 2P2 cos Ѳ 

                  P2 = 2P2 + 2P2 cos θ 

̶  P2 = 2P2 cos θ 

̶  (1/2) = cos θ 

Cos θ = −0.5 

         θ = cos−1(−0.5) 

θ = 1200………………………………..उत्ति 
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२.३.४ विकोण च  वियम (Law of Triangle)  

भिकोण च्य  भनयम मध्ये असे नमिू केले आह ेकी, "िि िोन बल भिकोण च्य  िोन ब िूांच्य  परिम ण आभण 

भििनेे ििणभिली गेली असतीलति बल प्रण लीच  रिझल्टन्ट भिकोण च्य  भतसऱ्य  ब िनूे भिरुद्ध भििनेे भमळू 

िकतो". ख लील आकृती २.२२मध्ये िोन बल P आभण Q भिकोण च्य  िोन ब िूांनी परिम ण आभण भििने े

ििणभिल  आह ेआभण बल प्रण लीच  रिझल्टन्ट भिकोण च्य  भतसऱ्य  ब िनूे ििणभिल आह,े िो P & Q च्य  

भिरुद्ध भििनेे  (Opposite Direction) आह.े 

 

 

आकृती२.२२: विकोण च  वियम  

िवे्ह  िसतिूि क यण किण िे बल िोनपेक्ष  ि सत असत त, तेव्ह  भिकोण च  भनयमपॉलीगोनच्य भनयम पयंत 

ि ढित  येतो. 

 

२.३.५पॉलीर्गोि च  वियम(Polygon Law) 

पॉलीगोनच्य  भनयम मध्य ेअसे नमिू केले आह ेकी, “िि एक  िसतिूि एक च िेळी क यण किण िी अनेक 

को -प्लेनि क ँकिण्ट बल एक  बहुििु च्य  ब िनूे परिम ण आभण भििनेे ििणभिली आभण िम ने घतेली 

गलेीअसतीलति, त्य बल प्रण लीच  रिझल्टन्टबहुििु च्य  ब िनूे परिम ण आभण भििनेे बांि करून ििणभिल  

ि तो;िो भक बल च्य  भिरुध्ि भििनेे असतो”.ख लील 2.23 आकृतीत को -प्लेनि (Coplanar) क ँकिण्ट 

बल एक  िसतिूि एक च िळेी क यण कित त आभण ते बहुििु च्य  ब िूांनी परिम ण आभण भििनेे ििणभिले 

ि त त, येिे बल प्रण लीच  रिझल्टन्टबहुििु च्य  ब िनूे परिम ण आभण भििनेे बांि करून (Closed) 

भिरुध्ि भििनेे (Opposite direction) ििणभिले आह.े 
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आकृती२.२३:पॉलीर्गोि च  वियम  

२.४ बल चे रिझोल्युिि (Resolution of Force) 

िोन भकां ि  अभिक बल िोिण्य च्य  प्रभियेल  ज्य च  परिण म िसतिूि क यण किण ऱ्य  बल प्रम णचे 

होईलत्य ल  बल चे रिझोल्युिन (Resolution of Force)असे म्हणत त. ह े आकृती 2.24 मध्ये ि खिले 

आह.े येिे F ह े बल आह.े ि े Fsinθ आभण Fcosθ स िख्य  िोन लांब घटक ांमध्ये (Perpendicular 

components) सोडिले ि ते.येिे θ ह  x-axis च्य  सोबत रिझल्टन्टने केलेल  कोन आहे. 

 

आकृती.२.२४: बल चे रिझोल्युिि 

२.४.१:िॉि लांब बल प्रण ली (Non perpendicular force system.) 

य मध्ये सहस  बल आभण बल  ििम्य न चे कोन भिले ि त त आभण सहस  आपल्य ल  F1च्य  भििचे  

बलआभणF2च्य  भििचे  बल िोिण ेआिश्यक असते. 

समि  F भह बल प्रण ली आकृती२.२५ मध्ये भिलेली आह.े 
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आकृती.२.२५ : िॉि लांब बल प्रण ली 

आकृती 3.10:रिझल्टन्ट आवण त्य चे िॉि-ऑिोर्गोिल (Non orthogonal) घटक (Component) 

α = F आभण F1मिील कोन (angle) 

β = F आभण F2मिील कोन 

F1च्य  भििचे  बल F1=[
𝐅 𝐬𝐢𝐧 𝛃

𝐬𝐢𝐧 (𝛂+ 𝛃)
] 

F2 च्य  भििचे  बल F2=[
𝐅 𝐬𝐢𝐧 𝛂

𝐬𝐢𝐧 (𝛂+ 𝛃)
] 

 

२.५बल चे कॉम्पोविििां(Composition of Force) 

रिझल्टन्टिोिण्य च्य  प्रभियेल  बल चे कॉम्पोभसिनांअसे म्हणत त.एक च बल च  िोि घणे ेिक्य आह ेज्य च  

परिण म िसतिूि क यण किण ऱ्य  अनेक बल प्रम ण ेअसे.त्य एकचबल ल  रिझल्टन्ट असे म्हणत त. 
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 उद हिणे: िॉि लांब बल प्रण ली 

उद हिणक्र.- 01 

200 N च  बल िो िोन्ही ब िूांच्य  िोन भिि ांन  प्रत्येकी 400च्य  कोन त क यण कितो, तित्य  बल चे घटक 

िोि . 

 

आकृती२.२६: रिझल्टन्ट आवण त्य चे िॉि-ऑिोर्गोिल घटक 

वदलेलीम वहती: बलF = 200 N आभणα = β = 400
 

िोध : F1च्य  भििचे  बलआभणF2च्य  भििचे   बल  

उत्ति   : आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

F1 = [
𝐅  𝐬𝐢𝐧𝛃

𝐬𝐢𝐧 (𝛂+ 𝛃)
] 

 F1 =[
200 sin 40 

sin (40+ 40)
] 

F1 =[
200 sin 40 

sin 80
] 

F1 = 130.54N ………………………………..उत्ति 

F2 =[
𝐅 𝐬𝐢𝐧 𝛂

𝐬𝐢𝐧 (𝛂+ 𝛃)
] 

F2 =[
200 sin 40 

sin (40+ 40)
] 

F2 = [
200 sin 40 

sin 80
] 

F2 = 130.54N ………………………………..उत्ति 
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उद हिणक्र.- 02 

60 N च्य  बल चे िोन ब िूांनी 400आभण 500 मध्ये िोन्ही ब िूांनी रिझोल्युिन कि . 

 

आकृती२.२७: रिझल्टन्ट आवण त्य चे िॉि-ऑिोर्गोिल घटक 

वदलेलीम वहती: बल F= 60 N,α = 400आभण β = 300 

िोध : F1च्य  भििचे  बल आभणF2च्य  भििचे  बल  

उत्ति   : आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

 F1 =[
𝐅 𝐬𝐢𝐧 𝛃

𝐬𝐢𝐧(𝛂+ 𝛃)
] 

 F1 =[
60 sin30 

sin (40+ 30)
] 

F1 =[
60 sin 30 

sin 70
] 

F1 = 31.93N ………………………………..उत्ति 

F2 =[
𝐅 𝐬𝐢𝐧 𝛂

𝐬𝐢𝐧(𝛂+ 𝛃)
] 

                  F2 = [
60 sin 40 

sin(40+ 30)
] 

F2 = [
60 Sin40 

Sin 70
] 

F2= 41.02N………………………………..उत्ति 
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२.५.१ क ाँकिण्ट, िॉिक ाँकिण्टआवण पॅिेललको -प्लेिि बल विथटमि ठी रिझल्टन्ट विवित किण्य ची 

विशे्लषण त्मक पद्त(Analytical Method of Determination of Resultant for Concurrent, 

Non Concurrent and Parallel Co-Planer Force System) 

क ँकिण्ट, नॉनक ँकिण्ट आभण पॅिेलल को -प्लेनि बल भससटीमच रिझल्टन्ट ख लील चिण ांद्व िे (Step) सहिपण े

िोिल  ि ऊ िकतो. 

सटेप1: आकृती २.२८मध्ये ि खिल्य प्रम ण े आडव्य  (Horizontal) आभण उभ्य  घटक ांकडे (Vertical) 

झकुलेल्य  (Inclined) सिण बल चे भनि किण (Resolve) कि . 

 

आकृती२.२८: रिझोल्युििचे ऑिोर्गोिल घटक. 

सटेप  2: ΣFx आभण ΣFy िोि . 

सटेप 3: Σ Fx आभण ΣFy च्य  मितीने, रिझल्टन्ट( R)  चीमभॅग्नटटयडूआभण भिि  (Direction)िोि . 

सटेप 4: क टेभियन कोऑभडणनेट भससटम च्य  स इन कन्व्हने्िनच  भिच ि करून चतिुुणि (Coordinate) मध्ये 

रिझल्टन्ट िोि . 
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आकृती२.२९: क टेवियि कोऑवडणिेट विथटम 

सटेप 5: गणन  किण्य च्य  हतेनूे नेहमी क ळिी घ्य  की प्रत्येक झकुलेली बल एक्स-अक्षकडे (x-axis) 

झकुलेली आह ेआभण िि नसेल ति ती बनि . 

R= √(𝚺 Fx)2 + (𝚺 Fy)2 

 

सटेप 6:रिझल्टन्टची भिि ( Ѳ) = tan−1|
ΣFy

ΣFx
| 

 

उद हिणे : रिझोल्युिि (Resolution) आवणकॉम्पोवििि (Composition) 

उद हिणक्र.- 01 

ख लील बल प्रण लीच्य  रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडू आभणभिि  िोि   

 

आकृती२.३०: बल प्रण ली 
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वदलेलीम वहती : तीन बल F1=30N, F2= 60N आभण F3 = 25 Nआभण  x-axis च्य  सांिि णत त्य ांच  कोन 

भिलेल  आह े 

िोध   : रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयूड आभणभिि . 

उत्ति : सांख्य त्मक गुांत गुांतीची बल प्रण ली(The complex force system)ख लील दृभष्कोन ने सोडित  येते 

सटेप  1: प्रिम आकृतीमध्ये ि खिल्य प्रम ण ेआडव्य  आभण उभ्य  घटक ांकडे झकुलेल्य  सिण बल चेभनि किण 

कि . 

 

आकृती२.३१: रिझोल्युििचे ऑिोर्गोिल घटक 

सटेप2:ΣFx आभण ΣFy िोि , येिे एक अभतिय महत्ि च्य  गोष्ी म्हणि ेस इन कन्व्हने्िनि ेख लीलप्रम ण े

आह.े  

आत ΣFx िोियू  

𝚺Fx = 40 + 30 cos 50 − 25cos30 

𝚺Fx = 40 + 19.28 − 21.65 

𝚺𝐅𝐱 = 𝟑𝟕. 𝟔𝟑 𝐍 
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त्य च प्रक िे आपण 𝚺Fy िोियू , 

𝚺Fy = 30 sin 50 + 60 + 25sin30 

 

ΣFy = 22.98 + 60 + 12.5 

𝚺𝐅𝐲 = 𝟗𝟓. 𝟒𝟖 𝐍 

सटेप 3:Σ Fx आभणΣFy च्य  मितीने, रिझल्टन्ट“R”  चीमभॅग्नटटयडूआभण भिि  िोि . 

सटेप4: गणन  किण्य च्य  हतेूने नेहमी क ळिी घ्य  की प्रत्येक झकुलेली बल एक्स-अक्षकडे झकुलेली आह े

आभण िि नसेल ति ती बनि . 

R=√(𝚺 Fx)2 + (𝚺 Fy)2 

R=√(37.63)2 + (95.48)2 

R=√10532.44 

R=102.63N. …………………………………………………उत्ति 

Ѳ = tan−1|
𝚺𝐅𝐲

𝚺𝐅𝐱
| 

 

Ѳ = tan−1|
95.48

37.63
│ 

Ѳ = tan−1[ 2.54 | 

Ѳ = 𝟔𝟖. 𝟓𝟏0 …………………………………………………उत्ति 

सटेप5 :ΣFx आभणΣFy िोन्हीसक ि त्मक (Positive)आहते,म्हणनूरिझल्टन्ट (R) पभहल्य चतिु ंि त ( First 

Quadrant)x-axis सह 68.510कोनबनिले.  
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आकृती२.३२: रिझल्टन्टवच मॅवग्िट्यूड आवणवदि  

 

उद हिणक्र.- 02 

एक क ँकिण्टबल प्रण ली आकृती 3.19 मध्ये ििणभिली आह ेति रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडू आभणभिि िोि . 

 

आकृती२.३३ रिझोल्युििचे ऑिोर्गोिल घटक 

वदलेलीम वहती : च िबल; F1= 300N, F2= 400N, F3 = 600N (Push) and F4 =1200 N आभण 

xआभण y-axis च्य  सांिि णत त्य ांचे कोन भिले आहते. 

िोध   : रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयूड आभणभिि . 
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उत्ति : सांख्य त्मक गुांत गुांतीची बल प्रण ली ख लील दृभष्कोन ने सोडित  येते. 

सटेप 1: प्रिम आकृतीमध्ये ि खिल्य प्रम ण ेआडव्य  आभण उभ्य  घटक ांकडे झकुलेल्य  सिण बल चे  भनि किण 

कि .गणन  किण्य च्य  हतेनूे नेहमी क ळिी घ्य  की प्रत्येक झकुलेली बलांx-अक्ष कडे झकुलेली आह ेआभण िि 

नसेल ति ती बनि . 

 
आकृती२.३४: रिझोल्युििचे ऑिोर्गोिल घटक. 

सटेप 2:ΣFx आभण ΣFy िोि , येिे एक अभतिय महत्ि च्य  गोष्ी म्हणिे स इन कन्व्हने्िन ि ेख लीलप्रम णे 

आह े

 

आकृती 3.21: ि इि कन्व्हेन्िि 

आत ΣFx िोियू  

𝚺Fx = 300 + 400 cos 30 + 600cos50 − 1200cos 65 

      𝚺Fx = 300 + 346.41 + 385.67 − 507.14 

                 𝚺Fx = 524.94 N 
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त्य च प्रक िे आपण 𝚺Fyिोियू  

𝚺Fy = 400 sin 30 − 600 sin50 − 1200sin65 

ΣFy = 200 − 459.63 − 1087 

ΣFy = −1347.2 N 

सटेप3:Σ Fx आभण ΣFy च्य  मितीने, रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूआभण भिि  िोि . क टेभियन कोऑभडणनेट 

भससटम स इन कॉन्व्हने्िनच  भिच ि करून चतिुुणि मध्ये रिझल्टन्ट िोि . 

R= √(𝚺 Fx)2 + (𝚺 Fy)2 

R= √(524.94)2 + (−1347.2)2 

R=1445.86 N…………………………………उत्ति 

सटेप4: रिझल्टन्टची भिि Ѳ = tan−1|
𝚺𝐅𝐲

𝚺𝐅𝐱
| 

Ѳ = tan−1 |
−1347.2

524.94
| 

Ѳ = tan−1| −2.57 | 

Ѳ = 𝟔𝟖. 𝟕𝟏0…………………………………उत्ति 

थटेप 5:ΣFx सक ि त्मक (Positive) आहआेभणΣFy ऋण त्मक (Negative) आह,ेम्हणनूरिझल्टन्ट (R) 

चौथ्य चतिु ंि त (Fourth Quardrant) मध्ये असेल,िो x-axis सहरिझल्टन्ट 68.710च कोनबनिले. 

 

आकृती२.३५: रिझल्टन्टचीमॅवग्िट्यूड आवणवदि  
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उद हिणक्र.- 03 

ख लीलबलप्रण लीच्य रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूआभणभिि िोि  

(i) 90N ि े300 ईि न्यभििनेे (North of East). 

(ii)200N ि े450 ि यव्य (West of North). 

(iii) 300N ि ेपभिम भििनेे (towards West.). 

(iv) 400 N ि े300 नैऋत्यभििनेे (West of South). 

(v)120N ि ेआग्नेयभििनेे (South of East). 

वदलेलीम वहती :प च बल F1= 90N, F2 = 200N, F3 = 300N F4 = 400 N & F5 =120 N. 

 

आकृती२.३६: बल प्रण ली. 

िोध   : रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयूडआभणभिि . 

उत्ति : सांख्य त्मक गुांत गुांतीची बल प्रण ली ख लील दृभष्कोन ने सोडित  येते. 

सटेप 1: प्रिम आकृतीमध्ये ि खिल्य प्रम ण ेआडव्य  आभण उभ्य  घटक ांकडे झकुलेल्य  सिण बल चे  भनि किण 

कि .गणन  किण्य च्य  हतेनूे नेहमी क ळिी घ्य  की प्रत्येक झकुलेली बल x-अक्षकडे झकुलेली आह ेआभण िि 

नसेल ति ती बनि . 
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आकृती२.३७: िीझोल्यूिि चे ऑिोर्गोिल घटक. 

सटेप 2:ΣFx आभण ΣFy िोि , येिेएकअभतियमहत्ि च्य गोष्म्हणि ेस इन कन्व्हने्िनिखे लीलप्रम ण ेआह

 

आत ΣFx िोियू  

𝚺F = 90 cos 30 − 200 cos 45 − 300 − 400cos60 + 120cos45 

𝚺Fx = 77.94 − 141.42 − 300 − 200 + 84.85 

𝚺𝐅𝐱 = −𝟒𝟕𝟖. 𝟔𝟑 𝐍 

त्य च प्रक िे आपण 𝚺Fy िोियू  

𝚺Fy = 90 sin 30 + 200 sin 45 − 400 sin 60 − 120sin45 

𝚺Fy = 45 + 141.42 − 346.41 − 84.85 

𝚺𝐅𝐲 = −𝟐𝟒𝟒. 𝟖𝟒 𝐍 



अभिय ांभिकी य ांभिकी (३१२३१२)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 
                                                              

 

 

86 | P a g e  
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 

सटेप 3:ΣFx आभणΣFy च्य  मितीने, रिझल्टन्ट “R” चीमभॅग्नटटयडूआभण 

भिि िोि .क टेभियनकोऑभडणनेटभससटमस इनकॉन्व्हने्िनच भिच िकरूनचतिुुणिमध्येरिझल्टन्ट िोि  

R= √ (𝚺Fx)2 + (𝚺 Fy)2 

R= √(−478.63)2 + (−244.84)2 

R= 537.62 N…………………………………उत्ति 

सटेप 4: रिझल्टन्टची भिि = tan−1|
ΣFy

𝚺Fx
| 

 = tan−1|
−244.84

−478.63
| 

    Ѳ = tan−1| 0.51 | 

  Ѳ = 𝟐𝟕. 𝟎𝟗0 …………………………………उत्ति 

सटेप5 :ΣFx आभणΣFy ऋण त्मक(Negative) आह,ेम्हणनूरिझल्टन्ट  (R) भतसऱ्य चतिु ंि त(Third 

Quadrant) असेलिो x-axis सह 27.090च कोनबनिले. 

 

 

आकृती २.३८: रिझल्टन्टचीमॅवग्िट्यूडआवणवदि  
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२.६.ग्र वफकल पद्तीच  ि पि करूि कॉप्लॅिि फोिणची िचि . िमिती बल प्रण ली आवण िम ांति 

बल प्रण लीचे परिण मक िक केिळ कम ल च ि बल ांच  िम िेि आहे.  

२.६.१थपेि ड यग्र म(Space Diagram) 

भह आकृती िी िसतिूि क यण किण ऱ्य  बल ची अचकू सि न आभण भिि  ििणिते. 

 

आकृती २.३९: थपेि ड यग्र म 

 

आकृती २.४०: ब उि िोटेिि िह थपेि ड यग्र म 

२.६.२ व्हेक्टिड यग्र म (Vector Diagram) 

सपेस ड यग्र म क ढल्य नांति सिण बल एक  सम ांति िेष ांसह िौभमतीय पद्धभतनेििणभिल्य  ि त त. ज्य  लह न 

अक्षि ांनी ििणभिल्य  ि त त अि  आकृतील  िेक्टि आकृती म्हणत त. 
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आकृती२.४१: व्हेक्टिड यग्र म (Vector Diagram) 

२.६.३पोलिड यग्र म (Polar Diagram) 

भह आकृती आह ेिी िके्टि आकृतीतनू प्र प्त होते ज्य मध्येध्रिु िके्टि (O)आकृतीच्य  ििळ भबांि ूघेतल  ि तो 

आभण िके्टि आकृतीचे सिण भबांि ूध्रिु िी (Pole) िोडलेले असत त. 

२.६.४फवणकुलिपॉलीर्गोि(Funicular Polygon) 

भह आकृती आह े िी पोलिड यग्र ममिनु प्र प्त होते. ज्य मध्ये रिझल्टन्ट प्र प्त किण्य स ठी 

पभहल आभणििेटच भबांििूोडल ि तो. 

२.६.५क ाँकिण्ट आवण िम ांति को-प्लॅिि बल विथटीमि ठी रिझल्टन्ट ठििण्य ची िौवमतीय पद्त. 

क ँकिण्ट आभण सम ांति को-प्लॅनि बल भससटीमच रिझल्टन्टख लील चिण ांद्व िे सहिपण ेिोिल  ि ऊ िकतो. 

सटेप1:आिी ब उि नोटेिन सह सपेस ड यग्र म क ढ . 

सटेप2:भिलेल्य  योग्य सकेल सह व्हके्टि ड यग्र म क ढ . 

सटेप3:रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूभमळिण्य स ठी प्र िांि आभण िेिटचे भबांि ूबांि कि . 

सटेप4: घतेलेल्य  सकेलच्य  मितीने रिझल्टन्ट मोि . 

सटेप5:रिझल्टन्टचीभिि  भमळिण्य स ठी आडव्य  पषृ्ठि ग सह (Horizontal Surface) मोि . 
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उद हिणे:क ाँकिण्ट आवण िम ांति को-प्लेिि बल विथटीमि ठी रिझल्टन्ट ठििण्य ची िौवमतीयपद्त. 

उद हिणक्र.-01 

आकृती 2.42मध्ये ि खिल्य प्रम ण ेिौभमतीय पद्धत ि परुनरिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूआभणभिि िोि . 

 

आकृती २.४२: बल विवथटम 

उत्ति  :परिम ण आभण भिि भनििे त ििील बल प्रण लीच  रिझल्टन्ट ख लील चिण ांद्व िे मोिल  ि ऊ िकतो; 

सटेप  1:आिी ब उि नोटेिन सह सपेस ड यग्र म क ढ .भिलेल्य  सटेुबल सकेल सह व्हके्टि ड यग्र म क ढ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

आकृती२.४३: थपेि आवण व्हेक्टि ड यग्र म 
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सटेप2:रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूभमळिण्य स ठी प्र िांि आभण िेिटचे भबांि ूबांि कि . 

सटेप3:घतेलेल्य  सकेलच्य  मितीने रिझल्टन्टमोि . येिे आपण 1cm = 50N घतेले होते आभण गणन  करून 

a-a = 5cm भमळ ले. येिे 5 × 50 = 250 N   म्हणनू रिझल्टन्टची मभॅग्नटटयूड 250N आह.े. 

सटेप 4:रिझल्टन्टचीभिि  भमळिण्य स ठी आडव्य  पषृ्ठि ग सह (Horizontal Surface) मोि ,िी मोिनू 300 

भमळ ली आह.े 

थि:अध्ययि (Self-Learning): 

1.  व्य ख्य  भलह : 

2. (i) भसिित  (ii) गभतिीलत . 

3. क यनेमभॅटक्स आभण क यनेभटक्समध्ये फिक भलह . 

4. व्य ख्य  भलह : i) बल ii) िसतमु न iii) ििन iv) रिभिड िसत ू

5. िसतमु न आभण ििनमध्ये फिक भलह . 

6. सकेलि आभण िके्टिप्रम ण ची व्य ख्य भलह . 

7. ख लीलपैकी कोणते प्रम ण सकेलि आहते? िसतमु न, बल, आक िम न,िगे, िळे, प्रिगे. 

8. यभुनटटसच्य  भिभिि प्रण लींचे िणणन कि . आिक ल कोणत्य  यभुनटटसची प्रण ली ि पि त आह.े 

9. बल ची व्य ख्य  कि . िवे्ह  एख ि  बल क यण किते तेव्ह  त्य चे क य परिण म होऊ िकत ततेस ांग . 

10. बल ची िभैिष्टये स ांग . 

11. फोसण भससटीमचीव्य ख्य  कि . िगेिगेळ्य  बल प्रण लींची न ि ेद्य . 

12. ख लील गोष्ी सपष् कि  

i. बल चेरिझोल्युिन 

ii. बल चेकॉम्पोभसिनां 

13. सपेस ड यग्र म, िके्टि ड यग्र म ची पिीि ष  कि .  ग्र भफक सटॅभटक्समध्ये 

िके्टिड यग्र मच  उपयोग स ांग . 

14. ब उि नोटेिनड यग्र म िोि ते कुठे ि पिले ि ते?  

15. ख लील आकृतीमध्ये ि खिल्य प्रम ण ेरिझल्टन्टची मभॅग्नटटयूड आभण भिि  िोि . 
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16. ख लील बल िि भबांििूि क यण कित असतील रिझल्टन्टचीमभॅग्नटटयडूआभणभिि भिशे्लषण त्मक पद्धतीने 

िोि . 

(A) 300Nि े300 ईि न्यभििेने. 

(B) 150N ि े450 ि यव्यभििनेे. 

(C) 200N पभिम भििनेे. 

(D) 400 Nि ेआग्नेय भििनेे. 

17. बल च  सम ांतिििुच  भनयमउि हिण  सह सपष् कि . 

18. व्हरेिग्ननचेप्रमयेउि हिण सह सपष् कि . 

19. िोन्ही ब िूांच्य  िोन भिि ांन  प्रत्येकी 300 च्य  कोन त क्षैभति क यण किण ऱ्य  60 N बल चेघटक िोि . 

20. 100 N च्य  बल चे िोन ब िूांनी 400 आभण 500 मध्ये िोन्ही ब िूांनी रिझोल्युिनकि . 
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घटक - 3 

बलाांचा समतोल  

(Equilibrium of Forces) 

विषय विष्पत्ती (Course Outcome): भिलेल्य  परिभथितीत लोड सांयोग ांचे अज्ञ त बल भिभित कि . 

वसद्ाांत विक्षण परिणाम (Theory Learning Outcome): 

१. भिलेल्य  परिभथितीत भिलेल्य  लोभडांगस ठी फ्री बॉडी ड यग्र म क ढ .  

२. भिलेल्य  समवती बल प्रण लीचे समतोल भिभित कि .  

३. ल मीच भसद् ांत (Lami’s Theorem) व परुण भिलेल्य  व्य वह रिक परिभथितीस ठीसमतोल भिम ाण 

किण ि  अज्ञ त बल भिभित कि .  

४. भिलेल्य  सांिचिेत बीमच  प्रक ि ओळख . 

५. भिलेल्य  बीम प्रक ि तील प्रभतभिय  भवशे्लषण त्मकपण ेभिभित कि .  

3.1 समतोल आवण त्याच्या अटी 

समतोल ही बॉडीची भथिती भकां व  अवथि  आह े जी बॉडीवि बल ांच्य  सांख्येिे क या कित असत ि  त्य ल  

भथिित  ितेे. 

येिे थटॅभटक्सच  अभ्य स कित ि , समतोल महत्त्व ची िभूमक  बज वते. थटॅभटक्स भवश् ांतीच्य  बॉडीविील 

बल ांच्य कृतीशी सांबांभित आह.े जवे्ह  बल ांची प्रण ली एख द्य  बॉडीवि क या किते आभण त्य वि कोणत ही 

प्रि व प डत ि ही भकां व  िसुर् य  शदाि त स ांग यचे ति जवे्ह  भसथटम रोसाच  परिण म शयू य असतो तेव्ह  बॉडी 

समतोल भथितीत असल्य चे म्हटले ज ते. 

समतोल बल म्हणज ेबल ांच  सांच जो बॉडीच  समतोल ि खतो. 

3.2 समतोल 

समतोल एक एकल बल आह ेजी बॉडीवि क या किण र् य  बल ांच्य   सांख्येच  प्रि व कमी किते आभण बॉडील  

िेथट किते. प्रण लीसह समतोल कृती. 
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म गील प्रकिण मध्ये आपण परिण मी बल च  अभ्य स केल  आह.े ही एकल बल आह े जी प्रण लीचे 

प्रभतभिभित्व किते. 

3.2.1 परिणामकािक आवण समतोल याांच्यातील सांबांध 

परिण मी बल ह े एकल बल असते जवे्ह  प्रण लीऐवजी क या किते, बॉडीवि प्रण लीप्रम णचे प्रि व भिम ाण 

किते. समतलु्य प्रण लीच  प्रि व शयू य किते आभण ते एकल बल िखेील आह.े 

म्हणिू य  िोि बल ांच  परिम ण सम ि, भिश  भवरुद् आभण समिेख असण ेआवथयक आह.े 

 

आकृती 3.1: परिणामकािक आवण समतोल याांच्यातील सांबांध 

समतुल्य प्रिम परिण म प्र प्त करूि आभण समतुल्य होण्य स ठी समिेख, सम ि परिम ण आभण भवरुद् भिश  बल 

य ांच  भवच ि करूि समतलु्यत  भिि ारित केली ज ऊ शकते.  

3.2.2 परिणामकािक आवण समतोल याांच्यातील फिक  

परिणामकािक समतोल 

1. परिण मक िक एकल बल आह ेजो बॉडीवि 

क या किण र् य  सवा बल द्व िे तय ि केलेल  

समतुल्य एकल बल आह ेजी इति बल ांसह क या 

किते, तेव्ह  बल आभण बॉडी समतोल आणते.  



अभिय ांभिकी य ांभिकी (३१२३१२)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 
                                                              

 

 

94 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 
 

सम ि प्रि व भिम ाण करू शकतो. 

2. ह ेबल ांच्य  प्रण लीऐवजी क या किते.  ह ेबल ांच्य  प्रण लीसह क या किते.  

3. त्य मळेु भवथि पि होते.  ह ेबॉडील  भथिि ठेवते.  

4. ह े‘R’ द्व िे िशाभवले ज ते.  ह े‘E’ द्व िे िशाभवले ज ते. 

5. हबेॉडीच  समतोल ि खत ि ही. हबेॉडीच  समतोल ि खते.  

समतोल ह ेपरिम ण त सम ि आह,ेपिांत ुपरिण म च्य  भिशिेे भवरुद् आह.े 

 

3.2.3  फ्री बॉडी डायग्राम (Free Body Diagram) 

फ्री बॉडी ड यग्रॅम भह एक आकृती आह ेज्य मध्ये भवच ि िीि वथत ूसवा सांपका  पषृ्ठि ग प सिू मकु्त असते आभण 

त्य वि क या किण र्य  सवा बल िशाभवते. अज्ञ त प्रभतभिय  (Reaction), तण व (Tension) FBD वरूि 

सहज शोित  येत त. ख ली भिलेल्य  3.2 आभण 3.3 आकृती मध्ये फ्री बॉडी ड यग्र म ि खलेली आह.े  

भह आकृती क ढत ि  केवळ आवथयक म भहती भवच ि त घेतली ज ते जसे की बॉडीचे योजि बद् िेख टि. 

3.2.4 समतोलबल प्रणालीच्या अटी  (Analytical Condition of Equilibrium) 

1. बल च्य  सवा आडव्य  (Horizontal) घटक ांची बीजगभणतीय बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह.े 

i.e. ∑Fx = 0. 

2. बल च्य  सवा उभ्य  (Vertical) घटक ांची बीजगभणतीय बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह.े  

i.e. ∑Fy = 0 

3. कुठल्य ही एक  पॉई ांट िोवती मोमये ट ह  शयू य असतो. i.e. ∑M= 0 विील अटींपैकी. को-प्लेिि बल प्रण ली 

स ठी - रक्त िोि अटी पणूा केल्य  प भहजते. को-प्लेिििॉि कॉकिण्ट बल प्रण ली स ठी सवा तीि अटी पणूा 

केल्य  प भहजते. 
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i.e. ∑Fx = 0. 

∑Fy = 0 

∑M= 0 

उदाहिणे: समतोल (Equilibrium) 

उदाहिण क्र.- 01 

खालील बल प्रणालीच्या रिझल्टन्टटची परिमाण  आवण वदिा िोधा.  

 

आकृती 3.2 : बल प्रणाली 

भिलेली म भहती : तीि बल F₁= 30 N, F2= 60 N आभण F3 = 25 N आभण x-axis च्य  सांिि ात त्य ांच  

कोि भिलेल  आह.े 

शोि  : रिझल्टय टची मभॅनिट्यडू आभण भिश . 

उत्ति : सांख्य त्मक गुांत गुांतीची बल प्रण ली (The complex force system ) ख लील दृभिकोि िे सोडवत  

येत.े  
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आकृती 3.3 : रिझोल्युिि चे ऑर्थोगोिल घटक 

थटेप 1: प्रिम आकृतीमध्ये ि खवल्य प्रम ण ेआडव्य  आभण उभ्य  घटक ांकडे झकुलेल्य  सवा बल चे भिि किण 

कि . 

थटेप 2: ΣFxआभण ΣFyशोि , येिे एक अभतशय महत्व च्य  गोिी म्हणज ेस इि कय व्हये शि ज ेख लीलप्रम ण े

आह.े  

 

ΣFx = 40 + cos50- 25cos30 

ΣFx = 40 + 19.28-21.65 

ΣFx = 37.63kN 

त्य चप्रम ण ेआपण ΣFy शोिूय , 

ΣFy= 60 +30sin50 +25sin30 

ΣFy = 60 + 22.98+12.5 

ΣFy = 95.49 kN 
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थटेप 3: E Fxआभण EFyच्य  मितीिे, रिझल्टय ट "R" ची मभॅनिट्यडू आभण भिश  शोि . 

थटेप 4: गणि  किण्य च्य  हतेूिे िेहमी क ळजी घ्य  की प्रत्येक झकुलेली बल एक्स-अक्षकडे झकुलेलीआह े

आभण जि िसेल ति ती बिव .  

 

3.3लामीचे प्रमेय (Lami's Theorem)  

ल मीचे प्रमये त्य त असे म्हटले आह ेकी "जि तीि को-प्लेिि बल समतोल भथितीत वथतू (Body) वि ल ग ु

होत असतील ति, प्रत्येक बल इति िोि बल मिील कोि च्य  स ईिच्य  प्रम ण त (Proportional to sin) 

असतो. 



अभिय ांभिकी य ांभिकी (३१२३१२)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 
                                                              

 

 

98 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 
 

 

आकृती 3.4: लामीचे प्रमेय 

विील भिलेल्य  आकृती 4.4 मध्ये ल मीचे प्रमये ि खवलेले आह.े विील आकृती मध्ये F₁, F₂आभणF. बल 

आहते आभण ०.३.४ त्य  मभिल कोि आहते. ह  F₂आभणF: मभिल, ३ ह  F, आभण F मभिल आभण Y ह  

F. आभण F, मभिल कोि आह.े ल मीच्य  प्रमये  िसु ि, 

𝑭𝟏

𝒔𝒊𝒏𝜶
=

𝑭𝟐

𝒔𝒊𝒏𝜷
= 

𝑭𝟑

𝒔𝒊𝒏𝜸
 

 

3.3.1. लामीच्या प्रमेयाचे उपयोग 

1. ह ेअज्ञ त बल ची गणि  किण्य स ठी व पिले ज ते. 

2. बीमस ठी सांपका  भबांिवूि (Contact Point) प्रभतभिय  शोिण्य स ठी य च  व पि केल  ज तो. 

3. व यि, िथसी, केबल्स, मिील तण व (Tension in Wires) शोिण्य स ठी य च  व पि केल  ज तो. 

4. चॅिेलमध्ये भवश् ांती घतेलेल्य  गोल विील समथय  (Reaction & Tension), भजब िेि आभण रोटो फे्रमवि 

आि रित समथय  (Reaction) सोडवण्य स ठी िखेील य च  व पि केल  ज तो. 
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3.3.2. लामीच्या प्रमेयाची मयाादा 

1. वथत ू(Body) समतोल मध्ये अस वी. 

2. ह ेरक्त तीि बल प्रण ली किीत  ल ग ूआह,े बल प्रण लीमध्ये ज थत भकां व  कमी ि ही. (Not more or less 

than three Forces). 

3. ह ेसम ांति आभण को-प्लेिि बल प्रण लीस ठी ल ग ूि ही. 

3.3.3. लामीच्या प्रमेयाच्या िापिासाठी आिश्यक अटी  

1. तीि बल असण ेआवथयक आह.े 

2. बल समतोल असण ेआवथयक आह.े  

3. बल को-प्लेिि आभण कॉकिण्ट असण ेआवथयक आहे.  

4. तीि बल आभण कोि ांपैकी भकम ि एक बल आभण िोि कोि म भहत असण ेआवथयक आह.े 

उदाहिणे: लामीचां प्रमेय 

1. आकृती 4.5 मध्ये दाखिल्याप्रमाणे "A" वबांदूसाठी, लागू बलाच्या कृती अांतगात 

समतोलमध्ये, AB आवण AC मधील तणािाचे (Tension) मूल्य (Magnitude) िोधा.  

 

आकृती 3.5: को-प्लेिि आवण कााँकिण्ट बल प्रणाली 
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भिलेली म भहती: एक  भबांिवूि तीि क ाँकिण्ट बल क या कित आहते. बल = 600 N. शोि ाः AB आभणAC 

मिील तण व चे मलू्य. 

उत्ति: कॉप्लेिि आभण क ाँकिण्ट बल प्रण ली ल मीच्य  प्रमये िे सोडवत  येते. ल मीच्य  प्रमये  िसु ि 

𝐹1

𝑠𝑖𝑛𝛼
=

𝐹2 

𝑠𝑖𝑛𝛽
=

𝐹3

𝑠𝑖𝑛𝛾
 

 

आकृती 3.6: फ्री बॉडी डायग्राम 

α= 1400, β= 1200, γ=1000 

𝐴𝐶

𝑠𝑖𝑛140
=

𝐴𝐵 

𝑠𝑖𝑛120
=

600

𝑠𝑖𝑛100
 

𝐴𝐵 

𝑠𝑖𝑛120
=

600

𝑠𝑖𝑛100
 

AB मिील तण व (Tension in AB),
𝐴𝐵 

𝑠𝑖𝑛120
=

600

𝑠𝑖𝑛100
 

AB मधील तणाि (Tension in AB) = 
𝟔𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟎
 = 527.63N……………………उत्ति 

त्य चप्रम णे,ACमिील तण व (Tension in AC),
𝐴𝐶

𝑠𝑖𝑛140
=

600

𝑠𝑖𝑛100
 

AC मधील तणाि (Tension in AC) = 
𝟔𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟒𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟎𝟎
 = 391.62 N……………………उत्ति 
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उदाहिण क्र.-02 

खालील को-प्लेिि आवण कॉकिण्ट बल प्रणाली साठी, AB आवण AC मधील तणािाचे मूल्य 

िोधा. 

 

आकृती 3.7: को-प्लेिि आभण कॉकिण्ट बल प्रण ली 

भिलेली म भहती: एक  भबांिवूि तीि कॉकिण्ट बल क या कित आहते, बल - 200 N. 

शोि : AB आभण AC मिील तण व चे मलू्य 

उत्ति: को-प्लेिि आभण कॉकिण्ट बल प्रण ली ल मीच्य  प्रमेय िे सोडवत  येते.  

ल मीच्य  प्रमये  िसु ि, 

𝐹1

𝑠𝑖𝑛𝛼
=

𝐹2 

𝑠𝑖𝑛𝛽
=

𝐹3

𝑠𝑖𝑛𝛾
 

 

आकृती 3.8: फ्री बॉडी डायग्राम 
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α= 1200, β= 1200, γ=1200 

𝐴𝐵

𝑠𝑖𝑛120
=

𝐴𝐶 

𝑠𝑖𝑛120
=

200

𝑠𝑖𝑛120
 

AB मिील तण व (Tension in AB),
𝐴𝐵 

𝑠𝑖𝑛120
=

200

𝑠𝑖𝑛120
 

AB मधील तणाि (Tension in AB) = 
𝟐𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎
 = 200 N……………………उत्ति 

त्य चप्रम णे,ACमिील तण व (Tension in AC),
𝐴𝐶

𝑠𝑖𝑛120
=

200

𝑠𝑖𝑛120
 

AC मधील तणाि (Tension in AC) = 
𝟐𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎
 = 200 N……………………उत्ति 

 

उदाहिण क्र.-03 

खालील आकृतीमध्ये दाखिल्याप्रमाणे 500 N िजिाचा वसलेंडि गुळगुळीत चॅिेलच्या पृष्ठभागािि 

वथर्थिािलेला आहे ति, त्या चॅिेलच्या पृष्ठभागाद्वािे देऊ केलेली रिऍक्िि िोधा.  

 

आकृती 3.9: चॅिेलच्या पृष्ठभागािि वथर्थिािलेला वसलेंडि 

भिलेली म भहती: भसलेंडिचे वजि, बल = 500 N 

शोि : चॅिेलच्य  पषृ्ठि ग द्व िे भिलेली रिऍक्शि. 
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उत्तिाः को-प्लेिि आभण क ाँकिण्ट बल प्रण ली ल मीच्य  प्रमेय िे सोडवत  येते.ल मीच्य  प्रमये  िसु ि, 

𝐹1

𝑠𝑖𝑛𝛼
=

𝐹2 

𝑠𝑖𝑛𝛽
=

𝐹3

𝑠𝑖𝑛𝛾
 

 

आकृती 3.10: चॅिेलच्या पृष्ठभागािि वथर्थिािलेला वसलेंडि 

 

 

आकृती 3.11: फ्री बॉडी डायग्राम 

α= 1100, β= 1200, γ=1300 

ल मीच्य  प्रमये  िसु ि, 

𝑅𝐴

𝑠𝑖𝑛110
=

𝑅𝐵

𝑠𝑖𝑛120
=

500

𝑠𝑖𝑛130
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𝑅𝐴

𝑠𝑖𝑛110
=

500

𝑠𝑖𝑛130
 

RA= 
𝟓𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟏𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟑𝟎
 = 613.340 N……………………उत्ति 

त्य चप्रम णे,
𝑅𝐶

𝑠𝑖𝑛120
=

500

𝑠𝑖𝑛130
 

RC = 
𝟓𝟎𝟎𝑿𝒔𝒊𝒏𝟏𝟐𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟏𝟑𝟎
 = 565.25N……………………उत्ति 

3.4 बीम (Beam) 

बीम (Beam) ह े थरक्चिल घटक म्हणिू परिि भषत (Defined) केले गलेे आह े ज्य चे एक परिम ण 

(Dimension) इति िोि परिम ण ांपेक्ष  बिेच मोठे आह े आभण ते क ही भबांिूांवि सपोटेड (Supported By 

loads) आह.े ह  आडव  थरक्चिल मेंबि (Structural Member) आह ेजो र य सव्हसा लोडच्य  अिीि आहे.  

वबमचा थपॅि (Span of Beam):ह ेबीमच्य  सपोटा मिील अांति असते.  

 

आकृती 3.12: वबमचा थपॅि 

 

3.4.1 सपोटाचे प्रकाि (Types of Support) 

सपोटाचे भवभवि प्रक ि आहते:  
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1. वसम्पल सपोटा: जि बीम रक्त एक  सपोटा वि अवलांबूि असेल ति त्य ल  भसम्पल सपोटा असे म्हणत त. 

अश  प्रकिण ांस ठी सपोटा विील प्रभतभिय  (Reaction) सपोटाल  क टकोि त (Perpendicular) असते. 

 

आकृती 3.13:वसम्पल सपोटा 

2. िोलि सपोटा: य  मध्ये बीमल  िोलि च्य  स ह य्य िे सपोटा भिल  ज तो. य  मध्ये रिऍक्शि भह बीमल  

क टकोि त असते.  

 

आकृती 3.14:िोलि सपोटा 

3. वहांज सपोटा : य  प्रक िच्य  सपोटा मध्ये बीम कोणत्य ही भिशिेे ज ऊ शकत ि ही, तो सपोटा िोवती 

भररू शकतो. भवशे्लषण च्य  हतेसू ठी रिऍक्शि भह बीम ल  आडवी तसेच उिी असते. 

 

आकृती 3.15:वहांज सपोटा 

4. वफक्स सपोटा : य  प्रक िच्य  सपोटा मध्ये बीम भरक्स असतो.  
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आकृती 3.16:वफक्स सपोटा 

 

3.4.2 लोवडांगचे प्रकाि (Types of Loading) 

1. एकाग्र लोड (Concentrated load): ह  लोड आह ेजो खपू लह ि ल ांबीवि (Length) क या 

कितो. य ल  पॉइांट लोड असेही म्हणत त. 

 

आकृती 3.17: एकाग्र लोड 

2. एकसमाि वितरित लोड (Uniformly Distributed Load):ह  लोड (Load) आह े जो 

एकसम ि तीव्रतेसह (Intensity) लक्षणीय ल ांब अांति वि (At certain Distance) क या कितो. 

 

आकृती 3.18:एकसमाि वितरित लोड 

3. एकसािखे बदलणािे लोड (Uniformly varying load):ह ेअसे लोड आह ेज्य च  परिम ण 

(Magnitude) भवभशि क ल विीत व ढतो भकां व  कमी होतो, य ल  भिकोणी लोड असेही म्हणत त.  
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आकृती 3.19:एकसािखे बदलणािे लोड 

3.4.3  बीमचे प्रकाि 

1. वसम्पली सपोटेड बीम: जि बीम ह  सपोटा वि िसुत  (Simply) ल ग ुहोत असेल ति त्य ल  भसम्पली 

सपोटेड बीम म्हणत त. 

 

आकृती 3.20:वसम्पली सपोटेड बीम. 

2. कॅवन्टटलीव्हि बीम: जि बीम च्य  एक  टोक ल  बल ल गत असेल आभण िसुिां टोक मकु्त असेल ति, त्य ल  

कॅभय टलीव्हि बीम म्हणत त. 

 

आकृती 3.21:कॅवन्टटलीव्हि बीम 
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3. कन्टटीन्टयूअस बीमः जि बीम भह िोिपेक्ष  ज थत भबांिूांवि सपोटेड असेल ति, त्य ल  कय टीय यअूस बीम असे 

म्हणत त. 

 

आकृती 3.22: कय टीय यअूस बीम 

 

5. ओव्हि हगॅ बीम: जि बीम च  एय ड पोिशि जि समोि व ढवल  गले  असेल ति, त्य ल  ओव्हि हाँग 

बीम असे म्हणत त. 

 

आकृती 3.23: ओव्हि हगॅ बीम 

6. वफक्थड बीमः जि भबमचे िोय ही टोक भिांतीमध्ये भिभित असतील ति त्य ल  भरक्थड भकां व  कय थरेय ड 

भकां व  भबम इि भबल्ट असे म्हणत त.  

 

आकृती 3.24: वफक्थड बीम 
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उदाहिणे: िेगिेगळ्या बीमच्या सपोटा रिऍक्िि िोधणे. 

 

उदाहिण क्र.-01 

ख लील आकृती  मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपॅि 4m आह,े त्य वि िोि पॉई ांट लोड 5 

kNआभण 4 kNअििुम ेड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू 1m च्य  अांति वि ल ग ुहोत असतील, ति 

त्य  स ठीच्य  सपोटा रिऍक्शि शोि .  

 

आकृती 3.25: पॉइांट लोडसह वसम्पली सपोटेड बीम 

 

उत्ति : भिलेली म भहती: F₁= 5kNआभण F₂ = 4kN, थपॅि = 4 m. 

शोि ाः सपोटा रिऍक्शि RA आभण RB 

उत्तिाः समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते. 

बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह.े ∑Fy = 0 

कोणत्य ही भबांि ू सांबांिी सवा बल च्य  सवा मोमेंटची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक 

आह.े ∑M = 0 

(स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ΣΜΑ=0

), 

RA+RB-5-4 = 0 

RA+RB-9 = 0 ............................समीकिण (1) 

∑MA = 0 ............................A भबांि ूिोवती मोमेंट घेतल्य िांति, 
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घड्य ळ च्य  भिशिेे (Clockwise) मोमेंट ल ग ू किण े सक ि त्मक आह े आभण घड्य ळ च्य  उलट 

(Anticlockwise) मोमेंट िक ि त्मक आह.े 

(5×1)+(4×3)-(RB×4)=0 

5+12-4RB=0 

17-4RB=0 

RB= 4.25 KN…………………………… उत्ति 

RB = 4.25kNसमीकिण । मध्ये ट कूि R, शोिले ज ऊ शकते.  

RA+4.25=9 

RA= 4.25 KN…………………………… उत्ति 

 

उदाहिण क्र.-02 

ख लील आकृती मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपिॅ 4.5m आह,े त्य वि िोि पॉई ांट लोड 

एकसम ि भवतरित ि ि  सह अििुम े ड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू ख लील अांति वि ल ग ु होत 

आहते.ति त्य  स ठीच्य  सपोटा रिऍक्शि शोि .  

 

आकृती 3.26: पॉइांट लोड आवण एकसमाि वितरित लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम, 

उत्ति : भिलेली म भहती: F-20kN, F₂-30kN, 10 N/m चै UDL 2m च्य  अांति वि आह े

त्य चप्रम णे, 20 N/m चे UDL 1.5m च्य  क ल विी वि आह.े 

शोि : सपोटा रिऍक्शि RA, आभण RB, 
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उत्तिाः समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत 

बेिीज शयू य इतकी असण े आवथयक आह े∑Fy = 0. कोणत्य ही भबांिसूांबांिी सवा बल च्य  सवा मोमेंटची 

बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह.े 

भिलेल्य  एकसम ि भवतरित ि ि चां पॉइांट लोड मध्ये रुप ांति करुय . 10N/m चे UDL 2 m च्य  अांति वि आह े

-10 × 2 = 20kNत्य चप्रम ण,े 20 N/m चे UDL 1.5 m च्य  क ल विी वि आह ेत्य मळेु ते होईल 20 × 

1.5 - 30 KN 

 

आकृती 3.27:एकसमाि वितरित लोड पॉइांट लोड मध्ये रुपाांति 

(स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ΣΜΑ=0 ), 

RA+RB-20-20-30-30 = 0 

RA+RB-100 = 0 

RA+RB=100 ...........................................समीकिण (1) 

ΣΜΑ=0………………………………A भबांि ूिोवती मोमेंट घतेल्य िांति, 

घड्य ळ च्य  भिशेिे मोमेंट ल ग ूकिण ेसक ि त्मक आह ेआभण घड्य ळ च्य  उलट मोमेंट िक ि त्मक 

आह.े 

(20x1)+(20×2)+(30×3)+(30×3.75)-(Ra×4.5)=0 

20+40+90+112.5-4.5RB=0 

262.5-4.5RB=0 

RB= 58.33kN ........................................उत्ति 

RB = 58.33kNसमीकिण । मध्ये ट कूि RA, शोिले ज ऊ शकते.  

RA+58.33 = 100 

RA = 41.67 kN ........................................उत्ति 
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उदाहिण क्र.-03 

ख लील आकृती मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपिॅ 4 m आह,े त्य वि िोि पॉई ांट लोड 

एकसम ि भवतरित लोड सह अििुमे ड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू ख लील क ल विीवि ल ग ुहोत 

आहते.ति त्य स ठीच्य  सपोटा रिऍक्शि शोि .  

 

आकृती 3.28:पॉइांट लोड आवण एकसमाि वितरित लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम 

उत्ति : भिलेली म भहती: F₁= 5kN,F2 = 4kN, 5kN/m चे UDL 2 m च्य  अांति वि आह.े 

शोि ाः सपोटा रिऍक्शि RA आभण RB 

उत्तिाः समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते.  

बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह ेΣFy = 0. 

कोणत्य ही भबांिसूांबांिी सवा बल च्य  सवा मोमटेची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक 

आह.े 

ΣΜ = 0 

2 m थपॅिच्य  मध्यि गी UDL ल  समतलु्य भबांि ूलोडमध्ये रूप ांतरित कि , ते 10KN असेल.  

 

आकृती 3.29:एकसमाि वितरित लोड चे पॉइांट लोड मध्ये रूपाांति  

(स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ∑ΜΑ=0 ), 

RA+RB-5-10-4 = 0 
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RA+RB-19 = 0 

RA+RB= 19  kN ............................समीकिण (1) 

∑MA = 0 ............................A भबांि ूिोवती मोमेंट घेतल्य िांति, 

घड्य ळ च्य  भिशिेे (Clockwise) मोमेंट ल ग ू किण े सक ि त्मक आह े आभण घड्य ळ च्य  उलट 

(Anticlockwise) मोमेंट िक ि त्मक आह.े 

(5×1)+(10×2)+(4×3)-(RB×4)=0 

5+20+12-4RB=0 

37-4RB=0 

RB= 9.25 KN…………………………… उत्ति 

RB = 4.25kNसमीकिण । मध्ये ट कूि R, शोिले ज ऊ शकते.  

RA+9.25=19 

RA= 9.25 KN…………………………… उत्ति 

उदाहिण क्र.-04 

खालील आकृती  मध्ये वसम्पली सपोटेड बीम ज्याचा थपॅि 6m आहे त्यािि एकसमाि 

वितरित लोड सिा थपॅि िि लागु होत आहे. ति त्यासाठीच्या सपोटा रिऍक्िि िोधा.  

 

आकृती 3.30: एकसमाि वितरित लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम. 

उत्ति : भिलेलीम भहती: 8 N/m चे UDL6m च्य  अांति वि आह.े 

शोि ाः सपोटा रिऍक्शि R, आभण RB 

उत्तिाः समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते.  
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बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह ेΣFy = 0. 

कोणत्य ही भबांिसूांबांिी सवा बल च्य  सवा मोमेंटची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक 

आह.े 

ΣΜ = 0 

UDL ज्य  थपॅि वि आह ेत्य चे पॉइांट लोड मध्ये रुप ांति करुय . 

8 N/m चे UDL 6m च्य  अांति वि आह े8 x 6 = 48 kN. 

 

आकृती 3.31: एकसमाि वितरित लोड चे पॉइांट लोड मध्ये रूपाांति  

(स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ΣΜΑ=0 ), 

RA+RB-48= 0 

RA+RB = 48 kN........................... समीकिण (1) 

∑MA = 0 ............................A भबांि ूिोवती मोमेंट घेतल्य िांति, 

घड्य ळ च्य  भिशिेे (Clockwise) मोमेंट ल ग ू किण े सक ि त्मक आह े आभण घड्य ळ च्य  उलट 

(Anticlockwise) मोमेंट िक ि त्मक आह.े 

(48×3)-(RB×6) = 0 

144-6RB= 0 

144 = 6RB 

RB= 24KN…………………………… उत्ति 

RB = 24 kN समीकिण । मध्ये ट कूि R, शोिले ज ऊ शकते.  

RA-24 = 48 

RA= 24KN…………………………… उत्ति 
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उदाहिण क्र.-04 

ख लील आकृती  मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपॅि 6m आह,े त्य वि िोि पॉई ांट लोड 

20kNआभण 10kNसह अििुम े ड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू (End) 2m च्य  अांति वि पॉइांट 

लोड ऍक्ट होत आहते तसेच 30kN/m चे UDL 2m च्य  अांति वि आह े .ति त्य स ठीच्य  सपोटा 

रिऍक्शि शोि . 

 

आकृती 3.32:पॉइांट लोड आवण एकसमाि वितरित लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम. 

उत्ति : भिलेली म भहती: िोि पॉई ांट लोड 20kNआभण 10kNसह 30kN/m चे UDL 2 m च्य  

अांति वि आह.े  

शोि ाः सपोटा रिऍक्शि RA आभण RB उत्तिाः समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ 

शकते बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह े∑Fy = 0. 

कोणत्य ही भबांिसूांबांिी सवा बल च्य  सवा मोमेंटची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण े आवथयक 

आह.े 

ΣΜ = 0 

UDL ज्य  थपॅि वि आह ेत्य चे पॉइांट लोड मध्ये रुप ांति करुय . 30 kN/m चे UDL 2m च्य  

अांति वि आह.े 30x2 = 60 kN 

 

आकृती 3.33:एकसमाि वितरित लोड चे पॉइांट लोड मध्ये रूपाांति  
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(स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ∑ΜΑ=0 , 

RA+RB-20-10-60 = 0 

RA+RB-90 = 0 

RA+RB= 90   ............................समीकिण (1) 

∑MA = 0 ............................A भबांि ूिोवती मोमेंट घेतल्य िांति, 

घड्य ळ च्य  भिशिेे (Clockwise) मोमेंट ल ग ू किण े सक ि त्मक आह े आभण घड्य ळ च्य  उलट 

(Anticlockwise) मोमेंट िक ि त्मक आह.े 

(20×2) + (10×4) + (60×5) - (RB×6) = 0 

40+40+300-6RB= 0 

380-6RB= 0 

RB= 63.33 kN…………………………… उत्ति 

RB = 63.33kNसमीकिण । मध्ये ट कूि R, शोिले ज ऊ शकते.  

RA+ 63.33= 90 

RA= 26.67 kN…………………………… उत्ति 

 

उदाहिण क्र.-05 

ख लील आकृती  मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपॅि 8 m आह,े त्य वि एक पॉई ांट लोड 

40kNआभण मोमेंट  48kNmअििुम ेड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू 2m आभण 3mअांति वि ल ग ु

होत असतील, ति त्य  स ठीच्य  सपोटा रिऍक्शि शोि .  

 

 

आकृती 3.34: पॉइांट लोड आवण मोमेंट लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम. 
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आकृती 3.35 : फ्री बॉडी वडग्राम  

उत्ति :  (स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve आभण  ΣΜA=0

), 

∑Fy = 0 

RA+RB-40= 0 

RA+RB = 40 kN........................... समीकिण (1) 

∑MA = 0 ............................A भबांि ूिोवती मोमेंट घेतल्य िांति, 

घड्य ळ च्य  भिशिेे (Clockwise) मोमेंट ल ग ू किण े सक ि त्मक आह े आभण घड्य ळ च्य  उलट 

(Anticlockwise) मोमेंट िक ि त्मक आह.े 

(40×2) + 48 -(RB×8)=0 

128-8RB=0 

128 = 8RB 

RB= 16KN…………………………… उत्ति 

RB = 16 kNसमीकिण । मध्ये ट कूि R, शोिले ज ऊ शकते.  

RA+ 16= 40 

RA= 24KN…………………………… उत्ति 
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उदाहिण क्र.-06 

ख लील आकृती  मध्ये भसम्पली सपोटेड बीम ज्य च  थपॅि 9m आह,े त्य वि एक पॉई ांट लोड 

5kNआभण िसूि  लोड10kN ह  300मध्ये अििुम े ड व्य  आभण उजव्य  एांडप सिू 2m आभण 

4mअांति वि ल ग ुहोत असतील, ति त्य  स ठीच्य  सपोटा रिऍक्शि शोि .  

 

 

आकृती 3.36:पॉइांट लोड सह वसम्पली सपोटेड बीम. 

 

 

आकृती 3.37:फ्री बॉडीडायग्राम 

उत्ति : (स इि कय व्हये शि ∑Fy = 0 +ve, -ve, ∑Fx = 0 +ve, -

veआभण  ΣΜB=0 ), 
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ΣΜA= 0  (ΣΜB= 0 ), 

5X2 + 10 sin300 x 5 + 10 cos300 x 0 - RB X 9 = 0 

35 - 9RB = 0 

35 = 9RB 

RB = 3.90 kN…………………………… उत्ति 

 (∑Fx = 0 +ve, -ve) 

RH-10cos300 = 0 

RH-8.66 = 0 

RH = 8.66 kN…………………………… उत्ति 

(∑Fy = 0 +ve, -ve) 

Rv – 5-10 sin300 + RB 

Rv – 5-5 + 3.90 

Rv = 6.10 kN…………………………… उत्ति 

 

उदाहिणे: कॅवन्टटलीव्हि बीम 

उदाहिण क्र.- 01 

5 m थपॅिच्याखालीलकॅवन्टटलीव्हिबीमसाठी, सपोटा रिऍक्िि िोधा . 

 

आकृती 3.38: कॅवन्टटलीव्हि बीम 

उत्ति : भिलेली म भहती : 50 kNचेपॉइांटलोड 5 m बीमविल गहुोतआह.े 
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शोि  : सपोटा रिऍक्शि RA 

उत्ति: समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते 

बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह े∑Fy =0. 

 

आकृती 3.39: फ्री बॉडी डायग्राम 

 

आत   𝚺𝐅𝐲 = 0            (साइि कन्टव्हेन्टिि 𝚺 Fy = 0 +ve, -ve आवण 

ΣΜA=0 ) 

RA −50 = 0                  ………समीकिण (1) 

RA  = 50 kN…………………………. …..उत्ति 

उदाहिण क्र.- 02 

5.5 m थपॅिच्याखालीलकॅवन्टटलीव्हिबीमसाठी, सपोटारिऍक्िि िोधा. 

 

आकृती 3.40: कॅवन्टटलीव्हि बीम 
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भिलेली म भहती :  50 kNआभण 30 kNचेपॉइांटलोड 5.5m च्य बीमविल गहुोतआह.े 

शोि  : सपोटा रिऍक्शि RA. 

उत्ति : समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते 

बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह ेΣFy = 0. 

 

आकृती 3.41: फ्री बॉडी डायग्राम 

(साइि कन्टव्हेन्टिि ΣFy = 0 +ve, -ve आवण  ΣΜA =0

), 

आत   𝚺𝐅𝐲 = 0                         

RA = 30-50 = 0                     ………समीकिण (1) 

RA  = 80 kN. (उत्ति) 

उदाहिण क्र.- 03 

4.5 m थपॅिच्य  ख लील कॅभय टलीव्हि बीमस ठी, सपोटा रिऍक्शि शोि . 

 

आकृती 3.42: कॅवन्टटलीव्हि बीम 

भिलेली म भहती : 50 kN,30 kNचेपॉइांटलोडआभण 10 kN/m आभणudl 4.5 m 

च्य बीमविल गहुोतआह.े 
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शोि  : सपोटा रिऍक्शि RA  

उत्ति : समतोल अटी ल ग ूकरूि सपोटा रिऍक्शि शोिली ज ऊ शकते 

बल च्य  सवा उभ्य  घटक ची बीजगभणत बेिीज शयू य इतकी असण ेआवथयक आह ेΣFy = 0. 

 

आकृती 3.43: फ्री बॉडी डायग्राम 

(साइि कन्टव्हेन्टिि ΣFy = 0 +ve, -ve आवण  ΣΜA =0

), 

आत   𝚺𝐅𝐲 =0                                       

RA  - 30 – 50 -25 = 0           ………समीकिण (1) 

RA  = 105 kN………………………….. उत्ति 

बीमसाठी प्रवतवक्रया सोडविण्यासाठी  भौवमतीय पद्त (Beam Reaction Graphically For 

Simply Supported Beam Subjected To Vertical Load) 

बीम करित्य  बीम प्रभतभिय  िौभमतीय पध्ितीिे सोडभवण्य  स ठी थटेप्स ख लीलप्र म णे आह.े 

1. थपेस आभण व्हके्टि ड यग्र म क ढ .  

2. पोलि ड यग्र मक ढ : भह आकृती वके्टि आकृतीतिू प्र प्त होते, ज्य मध्ये भबांि ू “O” ध्रवु वके्टि 

आकृतीच्य  जवळ घतेल  ज तो आभण वके्टि आकृतीचे सवा भबांि ू “O” ध्रवु शी जोडलेले 

असत त. 

3. रभणकुलि पॉलीगोि क ढ . 

4. भह आकृती पोलि ड यग्र म मििु प्र प्त होते. य मध्ये रिझल्टय ट प्र प्त किण्य स ठी पभहल  आभण 

शवेटच  भबांि ूजोड . 
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थि: अध्ययि (Self-Learning): 

1. बॉडी ड यग्र मची परिि ष  कि . 

2. ल मीचे प्रमयेउि हिण  सह थपि कि .  

3. ल मीच्य  प्रमये चे उपयोग तसेच ल मीच्य  प्रमये ची मय ाि थपि कि . 

4. सांतलुि(Equlilibrium)आभणरिझल्टय टउि हिण  सह थपि कि . 

5. भवशे्लषण त्मकदृि्य  बल भसथटमच  समतोलभथिती स ांग . 

6. खालील आकृतीमध्ये दाखवल्याप्रमाणे रिझल्टन्टचीमॅग्निट्यूडआणणददशाशोधा. 

 

 

7. ख लील को-प्लेिि आभण क ाँकिण्ट बल प्रण ली स ठीतण व चेमलू्यशोि . 

8. ख लील को-प्लेिि आभण क ाँकिण्ट बल प्रण ली स ठीतण व चेमलू्यशोि . 

9. सपोटाचे भवभवि प्रक िआकृती सह थपि कि . 

10. भबमचे भवभवि प्रक िआकृती सह थपि कि .  
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11. ख लीलआकृतीमध्येभसम्पलीसपोटेडबीमज्य च थपॅि 10 m आह े ,त्य वििोिलोड 15 kNआभण 

10 kN/m चे UDL 7 m सह अििुमेड व्य आभणउजव्य एांडप सिू 3 mअांति विच्य पॉइांट 

ऍक्टहोतआहते.तित्य स ठीच्य सपोटा रिऍक्शि शोि . 

 

12. ख लीलआकृतीमध्येभसम्पलीसपोटेडबीमज्य च थपॅि 6 m आह े ,त्य वििोिलोड 2 kNआभण 1 

kN, 1 kN/m चे UDL 2 m सह पॉइांट ऍक्टहोतआहते.तित्य स ठीच्य सपोटा रिऍक्शि शोि . 

 

13. ख लील आकृतीमध्येभसम्पलीसपोटेडबीमज्य च थपॅि 8 m आह,ेत्य विपॉई ांटलोड 3 kN 

ड व्य एांडप सिू 4 m अांति विच्य पॉइांटऍक्टहोतआहतेतसेच 1 kN/m चे UDL 4m च्य  

अांति वि आह.ेतित्य स ठीच्य सपोटा रिऍक्शि शोि . 
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घटक 4 

बल ांचे   घर्षण  

(Friction of forces)  

विर्य विष्पत्ती (Course outcomes): उपयकु्त हतेसू ठी भिभिध परिभथितींमध्ये (Situation) घर्षण 

(Friction) तत्त्ि (Principles) ल ग ूकि  

घटक विष्पत्ती (Unit Outcomes):  

1. भिलेल्य  भथितीस ठी (Situation) घर्षण बल (Friction force) आभण घर्षण गणु ांक (Coefficient of   

Friction) भिभित कि . 

2. भिलेल्य  परिभथितीस ठी (Condition) घर्षण भथितीचे िणषि कि . 

3. भिलेल्य  भथितीत घर्षण बल भिभित कि . 

4. फ्री बॉडी ड यग्र म (Free body diagram) ि परूि भिलेल्य  भथितीस ठी भिडीिि (ladder) क म किण िे 

भिभिध बल ओळख . 

 

4.1 घर्षण (Force): 

घर्षण ची व्य ख्य  (Force definition) : एक  िथतचू्य  ह लच लीच  (Movement) प्रभतक ि 

(Resistance) िसुऱ्य च्य  स पेक्ष (Relative) ह लच लील  होतो, त्य ल  घर्षण म्हणत त. िोि पषृ्ठि ग िि 

(Surface) असण ऱ्य  अभियभमतत मळेु (Irregularities) घर्षण भिम षण होते. जवे्ह  एख िी िथतू (Body) 

िसुिीकडे सिकते (Slide) तेव्ह  य  अभियभमततेमळेु घर्षण  मध्य ेि ढ होते. जि अभियभमतत  भकां ि  पषृ्ठि ग च  

खडबडीतपण  (Surface roughness) ि ढल  ति घर्षण िखेील ि ढेल. 

आपल्य  ििैांभिि क मक ज त घर्षण ची िभूमक  (Role) अत्यांत महत्ि ची आह ेजसे िथत्य च्य  पषृ्ठि ग िि 

िजू घ लिू च लण,े स यकलचे ट यि िथत्य च्य  पषृ्ठि ग िि भििणे, पेििे पषृ्ठ िि भलभहण ेइत्य िी. घर्षण च्य  

अिपुभथितीत पषृ्ठि ग िि च लणे खपू कठीण होते ते पषृ्ठि ग च्य  गळुगळुीतपण मळेु (Smoothness). 
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4.1.1 घर्षण चे प्रक र 

घर्षण चे िोि प्रक ि आहते 

 भथिि घर्षण (Static friction)   

 गभतिील घर्षण (Rolling friction)   

वथिर घर्षण: 

भथिि घर्षण ची व्य ख्य  (Definition): जवे्ह  भथिि (Rest) भथितीत (Condition) असत ि  िथतदू्व िे 

अििुिलेल्य  घर्षण ल  भथिि घर्षण म्हणत त. 

गविशील घर्षण: 

गभतिील घर्षण ची व्य ख्य  (Definition): जवे्ह  िथत ूह लच लीच्य  (Moving) अिथिेत असते तेव्ह  

िथतदू्व िे अििुिलेले (Experienced) घर्षण ल  गभतिील घर्षण म्हणत त. 

गभतिील घर्षण ह ेिोि प्रक ि ांमध्ये भिि गलेले आह े

 सिकते घर्षण (Sliding friction ) 

 िोभलांग घर्षण (Rolling friction) 

सरकिे घर्षण (Sliding friction) 

सिकते घर्षण ची व्य ख्य  (Definition): जवे्ह  एक िथत ू िसुऱ्य  िथतिूि सिकते तेव्ह  िथतदू्व िे 

अििुिलेले घर्षण ल  सिकते घर्षण म्हणत त.  

रोवलांग घर्षण (Rolling friction) 

िोभलांग घर्षण ची व्य ख्य  (Definition): एख द्य  िथतलू  िसुऱ्य  िथतिूि िोभलांग होत असत ांि  ज ेघर्षण 

ज णिते त्य ल  िोभलांग घर्षण म्हणत त. 
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घर्षण चे फ यदे (Advantages of friction): 

 आपण पषृ्ठि ग िि मकु्तपणे (Freely) भिरू िकतो. 

 आपण पेि सहज पकडूि प ि िि भलहू िकतो. 

 ऑटोमोब ईल ब्रेभकां ग भसथटम घर्षण तत्त्ि िसु ि क यष किते. 

 िथत्य च्य  पषृ्ठि ग िि (Surface) ट यिच्य  मितीिे ि हि ची ह लच ल होते. 

 आपण िथत ू(Body) ह त त धरूि ठेि ूिकतो. 

घर्षण ांचे िोटे (Disadvantages of friction): 

 मिीिमध्ये हलण िे (Moving) ि ग ांचे Wear आभण Tear होते. 

  मिीि ची िक्ती (Power) कमी होते. 

 मिीि च लिण्य स ठी ज थत िक्ती (Power) ल गते. 

 मिीिची क यषक्षमत  (Efficiency) कमी होते. 

 य मळेु मिीिची िखेि ल (Maintenance) ि ढेल. 

 उज ष (Energy) भिभमषतीस ठी ऑटोमोब ईलल  अभधक इांधि ची (Fuel) आिश्यकत  ल गले. 

वथिर घर्षण ांचे वियम (Laws of static friction)   

भथिि घर्षण चे भियम ख लीलप्रम णे आहते 

 घर्षण बल (Friction force) िेहमी सांपक षच्य  पषृ्ठि ग िि टँजभेशिअल (Tangential)  क यष किते. 

 घर्षण बल िथतचू्य  (Body) गतीच्य  (Motion) भििचे्य  (Direction) भिरुद्ध (Opposite) क यष  

     (Act) किते. 

 सांपक षत असलेल्य  पषृ्ठि ग च्य  क्षेि िि (Surface area) घर्षण बल थितांि (Independent) असते 

 घर्षण बल पषृ्ठि ग च्य  खडबडीिि (Roughness) अिलांबूि असते. 

 घर्षण बल चे (Friction force) स म शय प्रभतभियेचे (Normal Reaction) गणुोत्ति भथिि ि हते. 

 भथिि घर्षण (Static friction) िेहमी गभतिील घर्षण पेक्ष  (Dynamic friction) ज थत असते. 
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गविशील घर्षण चे वियम (Laws of dynamic friction)   

 घर्षण बल (Friction force) िेहमी एक  भिििेे क यष किते, ज्य च्य  भिरुद्ध (Opposite) िथत ूहलते. 

 गभतज घर्षण ांची परिम ण (Magnitude) िोि पषृ्ठि ग ांमधील स म शय प्रभतभियेचे भथिि गणुोत्ति    

   (Ratio) ध िण (Bears) किते. पिांत ुघर्षण (Friction) मय षभित किण्य च्य  ब बतीत ह ेप्रम ण    

       त्य पेक्ष  भकां भचत कमी आह.े 

 मध्यम गतीस ठी, घर्षण बल भथिि (Constant) ि हते. पण िगे (Speed)  ि ढल्य िे तो भकां भचत कमी  

     होतो. 

 

4.1.2: समिोल मय षवदि करणे (Limiting Equilibrium):  

आकृती 4.1 मध्ये ि खिल्य प्रम णे (W) िजि ची िथतू खडबडीत (Rough) आडव्य  पषृ्ठि ग िि 

(Horizontal surface) ठेिलेली ििषित (Represent) आह.ेिथतचू ेिजि (W) िेहमी अिलुांब (Vertically) 

ख लच्य  भिििेे क यष (Act) किते आभण स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) (R) िेहमी अिलुांब ििच्य  

भिििेे क यष किते.जि आपण िोडे आडिे बल (Horizontal force) ‘P’ ल िले ति घर्षण बल  (Friction 

force) मळेु (F) िथतू पढुच्य  भिििेे ज त ि ही, बल च्य  भिििेे पढु ेज ण ेय  टप्पप्पय िि घर्षण बल ज थतीत ज थत 

(Maximum) आह ेआभण ती आडव्य  बल च्य  (P) बिोबिीची (Equal) आह ेआभण िथतचू्य  य  अिथिेल  

(Situation) मय षभित समतोल (Limiting Equilibrium) म्हणिू ओळखले ज ते. जि आपण आडिे बल (P) 

आणखी ि ढिल ेति घर्षण बल पेक्ष  (F), आडिे बल (P) च  परिम ण ि ढल्य मळेु िथत ूबल च्य  भिििेे ज ईल. 

 

आकृिी -4.1 मय षवदि समिोल 
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येिे, 

W = िथतचूे िजि (Weight of body) N मध्य े

 R = स म शय प्रभतभिय  (Normal Reaction) N मध्ये 

μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction)   

 P = बल (Force) N मध्ये 

 F = घर्षण बल (Friction force) N मध्य े

S = परिण मी प्रभतभिय  (Reaction force) N मध्ये 

समतोल मय षभित किण्य ची अटी (Condition for Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                                  +ve भचशह (आडिे बल उजिीकडे ज त आह)े 

                                                      –ve भचशह (आडिे बल ड व्य  ब जलू  ज त आह)े 

∑ 𝐹𝑦 = 0                                  +ve भचशह (उभ्य  बल ल  ििची भिि  आह)े 

                                                      –ve भचशह (उभ्य  बल ल  ख लची भिि  आह)े 

4.1.3 घर्षण मय षवदि करणे वकां ि  घर्षण मूल्य मय षवदि करणे (Limiting friction or limiting value 

of friction) 

ह े घर्षण बल चे ज थतीत ज थत मलू्य (Value) आह,ेजवे्ह  एख िी िथत ू िसुऱ्य  िथतचू्य  पषृ्ठि ग िि 

(Surface) सिकण्य स (Slide) सरुुि त किते.जवे्ह  बल (Force) मय षभित  घर्षण पेक्ष  (Limiting fricton)  

कमी असते, तेव्ह  िथत ूभिश् ांती मध्य े(Rest) ि हते.जवे्ह  बल मय षभित घर्षण पेक्ष  ज थत असते, तेव्ह  िथतू हलू 

(Move)  ल गते. 

 

आकृिी 4.2: मय षवदि घर्षण (Limiting friction)   
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येिे, 

W = िथतचूे िजि (Weight of body) N मध्य े

 R = स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) N मध्य े

μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction)   

 P = बल N मध्य े

F = घर्षण बल (Friction force) N मध्य े

S = परिण मी प्रभतभिय  (Resultant reaction) N मध्य े

4.1.4 घर्षण गुण ांक (Coefficient of friction):  

घर्षण बल (Friction force) ि स म शय प्रभतभियेच्य  (Normal reaction) गणुोत्ति ल  (Ratio) घर्षण 

गणु ांक अस ेम्हणत त. घर्षण गणु ांक ह ेμ ह्य  भचशह द्व िे ििषभिले ज ते. 

 घर्षण गणु ांक (μ) = 
घर्षण बल (F)

  स म शय प्रभतभिय  (R)
 

                                       μ = 
𝐹

𝑅
 

 घर्षण गणु ांक (μ) ल  एकक (Unit) ि ही. 

4.1.5 घर्षण कोि (Angle of friction) आवण पररण मी प्रविविय  (Resultant Reaction)  

स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) आभण परिण मी प्रभतभिय  (Resultant reaction) य ांच्य तील 

कोि ल  (Angle) घर्षण कोि म्हणत त. घर्षण कोि ह े′∅′ ह्य  भचशह द्व िे ििषभिले ज ते. 

आकृती 4.2 प सिू, 

                   tan∅ = 
𝐹

𝑅
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              But μ = 
𝐹

𝑅
 

                     tan∅ = μ        ......  घर्षण कोि (∅) आभण घर्षण गणु ांक (μ) य ांच्य तील सांबांध. 

पररण मी प्रविविय  (S) 

  S= √𝐹2 + 𝑅2 

येिे, 

R = स म शय प्रभतभिय  ह ेN मध्य े

F = घर्षण बल ह ेN मध्ये 

4.1.6 ररपोज कोि (Angle of repose)  (∝) 

जवे्ह  िथत ूएख द्य  झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Incline surface) ठेिली ज ते आभण िथतिूि कोणत्य ही 

प्रक िच्य  ब ह्य बल च  (External force) प्रि ि ि घते  थितःच्य  िजि मळेु (Own weight) ख ली 

सिकण्य स सरुुि त होते तेव्ह  आडव्य  पषृ्ठि ग च  (Horizontal surface) झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िी (Incline 

surface) झ लेल्य  कोि ल  रिपोज कोि (Angle of repose) असे म्हणत त. 

 

आकृिी -4.3:ररपोज कोि 
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4.2 जेव्ह  िथिू (Body) आडव्य  पृष्ठभ ग िर (Horizontal surface) ठेिली ज िे आवण बल 

(Force) समिोल वथििीि (Equilibrium condition) आडव्य  पृष्ठभ ग ल  (Horizontal 

surface) सम ांिर (Parallel) ल गू होिो. 

 

आकृिी -4.4 

आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal surface) (W) एिढ्य  िजि ची िथत ूठेिलेली आह ेआभण िथतिूि आडिे 

बल (Horizontal force) (P) ल िलेल  आह ेअस  भिच ि करू. बल मळेु (P) िथत ूपढुच्य  भिििेे ज ईल 

आभण य  भििचे्य  भिरुद्ध घर्षण बल (Frictional force) (F), आकृती 4.4 मध्य ेििषभिल्य प्रम णे क यष किेल. 

येिे, 

W = िथतचू ेिजि (Weight of body) N मध्य े 

R = स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) N मध्ये 

 μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

 P = बल (Force) N मध्ये 

 F = घर्षण बल (Friction force) N मध्य े

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                                       +ve भचशह (आडिे बल उजिीकडे ज त आह)े 
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                                                      –ve भचशह (आडिे बल ड व्य  ब जलू  ज त आह)े 

 + P – F = 0 

 पिांत ुF = μR, 

 + P – μR = 0 

 + P = μR = F        ......................................... (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                                  +ve भचशह (उभ्य  बल ल  ििची भिि  आह)े 

                                                      –ve भचशह (उभ्य  बल ल  ख लची भिि  आह)े 

 + R – W = 0 

 + R = W       ............................................ (ii) 

जेव्ह  िथिू (Body) आडव्य  पृष्ठभ ग िर (Horizontal surface) ठेिली ज िे आवण बल (Force) 

समिोल वथििीि (Equilibrium condition) आडव्य  पृष्ठभ ग ल  (Horizontal surface) सम ांिर 

(Parallel) ल गू होिो, य  वथििी िरील सोडिलेली उद हरणे. 

उद हरण ि -01 

3000 N िजि ची िथतू (Body) आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal surface) ठेिलेली आह ेआभण 

जि घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 0.3 असेल ति िथतू हलभिण्य स ठी आिश्यक आडिे बल 

(Horizontal force) िोध . 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data):   
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िथतचूे िजि (W) = 3000 N           

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.3          

आडिे बल (P) =?     

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आभण आडिे बल 

(Horizontal force)   िथतूिि ल ग ूकेले आह.े 

 

आकृिी-4.5 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                          + ve                       – ve 

 + P – F = 0 

 + P – μR = 0 

 + P – 0.3R = 0 

 + P = 0.3R  .............................(i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium)   : 

∑ 𝐹𝑦 = 0                      + ve        –ve 
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 + R – W = 0 

 + R – 3000 = 0 

 R = 3000 N 

    R = 3000 N समीकिण (i) मध्य ेट कल्य स, आपल्य ल  भमळते 

 + P = 0.3R 

 + P = 0.3(3000) 

 P = 900 N.................. आडिे बल  

उद हरण ि.- 02 

300 N िजि ची िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह े आभण िथत ू

हलभिण्य स ठी आिश्यक असलेले आडिे बल (Horizontal force) 85 N आह.े ति घर्षण गणु ांक 

(Coefficient of friction) आभण घर्षण बल (Frictional force) भकती असेल. 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data):   

िथतचूे िजि (W) = 300 N            

 आडिे बल (P) = 85 N           

 घर्षण गणु ांक (μ) =? 

घर्षण बल (F) =? 
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आकृिी-4.6 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आभण आडिे बल 

(Horizontal force) िथतिूि ल ग ूकेले आह.े 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium)   : 

∑ 𝐹𝑥 = 0                     +ve                   –ve 

 + P – F = 0 

 85 – F = 0 

 F = 85 N............................... घर्षण बल (Frictional force)   

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                     +ve            –ve     

 +R – W = 0 

 +R – 300 = 0 

 R = 300 N       .............................. स म शय प्रभतभिय  (Resultant Reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी,      μ = 
𝐹

𝑅
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 μ = 
85

300
 

 μ = 0.2833   .............. घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

उद हरण ि. -03 

25 kN िजि ची िथतू (Body) आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह ेआभण 

आडिे बल P िथतिूि ल िलेले आह,े जि घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 0.7 आह े .ति स म शय 

प्रभतभिय  (Normal Reaction),घर्षण बल (Frictional force) आभण घर्षण कोि (Angle of friction) 

िोध . 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 

िथतचूे िजि (W) = 25 kN = 25 × 1000 = 25000 N............... (1 kN = 1000 N) 

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.7 

स म शय प्रभतभिय  (R) =?     

घर्षण बल (F) =?        

घर्षण कोि (∅) =? 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आभण आडिे बल 

(Horizontal force)   िथतूिि ल ग ूकेली आह.े 

 

आकृिी-4.7 
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िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                      +ve                     –ve 

 + P – F = 0 

 + P – μR = 0 

 + P – 0.7R = 0 

   + P = 0.7R   .............. (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                      +ve                   –ve     

 + R – W = 0 

 + R – 25000 = 0 

 R = 25000 N.................................. स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) 

R = 25000 N समीकिण (i) मध्य ेट कल्य स, आपल्य ल  भमळते 

 + P = 0.7R    

 + P = 0.7 × 25000 

 P =17500 N  ...................................आडिे बल (Horizontal force) 

तसेच, 

        tan∅ = μ         

 ∅ = tan−1( μ)  
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 ∅ = tan−1( 0.7)  

 ∅ = 34.99°...................................... घर्षण कोि ( Angle of friction) 

तसेच, 

    F = μR 

   F = 0.7 × 25000 

 F =17500 N......................................... घर्षण बल (Friction force) 

उद हरण ि. -04 

आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली 60 N िजि असलेली िथतू (Body) ओढण्य स ठी 30 

N आडिे बल (Horizontal force) आिश्यक आह.े ति घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) आभण 

परिण मी प्रभतभिय  (Resultant reaction) भकती असेल? 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 

िथतचूे िजि (W) = 60 N          

आडिे बल (P) = 30 N 

घर्षण गणु ांक (μ) =? 

परिण मी प्रभतभिय  (S) =? 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आभण आडिे बल 

(Horizontal force)   िथतूिि ल ग ूकेली आह.े 

 



 

141 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 

अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

 

आकृिी-4.8 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                     +ve                  –ve 

 + P – F = 0 

 30 – F = 0 

 F = 30 N      .......................................... घर्षण बल (Friction force) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                  +ve            –ve     

 + R – W = 0 

 + R – 60 = 0 

 R = 60 N........................................ स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी,  
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        μ =  
𝐹

𝑅
 

 μ =  
30

60
 

 μ = 0.5........................................ घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

परिण मी प्रभतभिय  (S) 

             S = √𝐹2 + 𝑅2 

     S = √302 + 602 

      S = √4500 

        S = 67.08 N     .................................... परिण मी प्रभतभिय  (Resultant reaction) 

4.2.1 जेव्ह  िथिू (Body) ही आडव्य  पृष्ठभ ग िर (Horizontal Surface) ठेिलेली आहे आवण 

िथिूिर झुकलेले बल (Inclined force) हे ल गलेले असि ांि . 

आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal surface) W एिढ्य  िजि ची िथत ूठेिलेली आह ेआभण िथतिूि 

झकुलेले बल (Inclined force) P ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी (θ) एिढ  कोि कित आह ेअस  भिच ि करू. 

झकुलेलेल्य  बल मळेु (P) िथत ूपढुच्य  भिििेे ज ईल आभण य  भििचे्य  भिरुद्ध घर्षण बल (Friction force) 

F .आकृती 4.9 मध्ये ििषभिल्य प्रम णे क यष किेल. 

 

आकृिी-4.9  
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येिे, 

W = िथतचू ेिजि (Weight of body) N मध्य े

 R = स म शय प्रभतभिय  (Normal Reaction) N मध्ये 

 μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

P = बल (Force) N मध्ये 

 F = घर्षण बल (Inclined force) N मध्य े

θ = आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) झकुलेल्य  बल ि े (Inclined force) P केलेल  कोि 

degree मध्य े

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                 +ve                  –ve 

 + Pcosθ – F = 0 

  F = P cos θ ................. (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0               +ve             –ve     

 P sin θ + R – W = 0 

  W = P sin θ + R    ............................................... (ii) 

 



 

144 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 

अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

जेव्ह  िथिू (Body) ही आडव्य  पृष्ठभ ग िर (Horizontal Surface) आवण िथिूिर झुकलेले बल 

(Inclined force) हे ल गलेले असि ांि , य  वथििी िरील सोडिलेली उद हरणे. 

उद हरण ि.- 01 

आडव्य  खडबडीत पषृ्ठि ग िि (Rough horizontal Surface) 500 N एिढ्य  िजि ची िथतू 

ठेिलेली आह ेआभण िथतिूि झकुलेले बल (Inclined force) 140 N ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी 30° एिढ  कोि 

कित आह.े ति स म शय प्रभतभिय  (Normal Reaction) आभण घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

िोध .  

उत्तर: 

वदलेली म वहिी: (Given data) 

िथतचूे िजि (W) = 500 N           

झकुलेले बल (P) = 140 N 

घर्षण गणु ांक (μ) =?          

स म शय प्रभतभिय  (R) =? 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह े आभण झकुलेले बल 

(Inclined force) ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी (θ =30°) एिढ  कोि कित आह.े 

 

आकृिी-4.10 
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िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                 +ve                  –ve 

 +140cos30° – F = 0 

 121.24 – F = 0 

 F = 121.24 N    ..................................... घर्षण बल (Friction force) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0               +ve          –ve     

 140sin30° + R – W = 0 

 70 + R – 500 = 0 

 R – 430 = 0 

 R = 430 N.............................. स म शय प्रभतभिय  (Normal Reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी,  

       μ =  
𝐹

𝑅
 

 μ =  
121.24

430
 

 μ = 0.28................................. घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction)   
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उद हरण ि. - 02 

90 N िजि ची (Weight) िथत ूखडबडीत आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Rough horizontal Surface) 

ठेििू बल ि े (Force) खचेली ज त आह,े जि झकुलेले बल (Inclined force) ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी 35° 

एिढ  कोि कित आह ेआभण घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) ह  0.3 असेल ति झकुलेले बल िोध . 

उत्तर: 

 

आकृिी-4.11 

वदलेली म वहिी (Given data): 

िथतचूे िजि (W) = 90 N            

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.3           

झकुलेले बल (P) =? 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह े आभण झकुलेले बल 

(Inclined force) ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी (θ =35°) एिढ  कोि कित आह.े 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                       +ve                 –ve 

 + P cos35° – F = 0 
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 P (0.819) – μR = 0 

 P (0.819) = 0.3R   

       R =  
0.819P

0.3
       

       R = 2.73P    ............................................ (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0             +ve                     –ve     

 P sin35° + R – W = 0 

 0.573P + R – 90 = 0 

 R = 90 – 0.573P         .......................................... (ii) 

समीकिण (i) आभण (ii) प सिू, अस ेभलहू िकतो की 

          2.73P = 90 – 0.573P          

       2.73P + 0.573P = 90  

      3.303P  = 90  

          P =  
90

3.303
 

 P = 27.24 N   ........................................ झकुलेले बल (Inclined force) 
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उद हरण ि.- 03 

ख लील आकृती 4.12 मध्ये, W िजि ची एक िथत ूआडिी (Horizontal) हलिण्य ची व्यिथि  

ििषिते. िथतलू  हलिण्य स ठी 60 N एिढे बल (Force) ल िलेले आह.े जि घर्षण गणु ांक (Coefficient of 

friction) 0.25 असेल, ति िथतचूे िजि (Weight) िोध . 

 

      आकृिी-4.12 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.25          

ल िलेले बल (P) = 60 N       

िथतचूे िजि (W) =? 

वदलेली वथििी: िथत ू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह े आभण झकुलेले बल 

(Inclined force) ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी (θ = 40°) एिढ  कोि कित आह.े 
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आकृिी-4.13 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                    +ve                   –ve 

 + 60cos40° – F = 0 

 45.96 – μR = 0 

 45.96 – 0.25R = 0 

 0.25R = 45.96 

 R = 
45.96

0.25
 

 R = 183.84 N ................................. स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0             +ve          –ve     

 60sin40° + R – W = 0     

 38.56 + 183.84 – W = 0 

 222.4 – W = 0 

 W = 222.4 N   ......................................... िथतचू ेिजि (Weight) 
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उद हरण ि.- 04 

ख लील आकृती 4.14 मध्य ेि खिल्य प्रम णे िथतू समतोल भथितीत (Equilibrium condition) 

असल्य स घर्षण गणु ांकचे (Coefficient of friction) मलू्य (Value) िोध . 

 

आकृिी -4.14 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 

ल िलेले बल (P) = 600 N       

िथतचूे िजि (W) = 1800 N           

घर्षण गणु ांक (μ) =? 

वदलेली वथििी: िथत ूआडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह ेआभण झकुलेले बल ह े

आडव्य  पषृ्ठि ग िी (θ = 30°) एिढ  कोि कित आह े

 

आकृिी -4.15 
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िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                   +ve                  –ve 

 + 600cos30° – F = 0 

 519.61 – F = 0 

 F = 519.61 N    ............................... घर्षण बल (Friction force) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                +ve              –ve     

 – 600 sin30° + R – W = 0  

 – 300 + R – 1800 = 0 

 R – 2100 = 0 

 R = 2100 N  .............................. स म शय प्रभतभिय  (Normal reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

        μ =  
𝐹

𝑅
 

 μ =  
519.61

2100
 

 μ = 0.247  ............................... घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 
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4.3 जेव्ह  िथिू (Body) झुकलेल्य  पृष्ठभ ग िर (Inclined surface) असिे आवण बल (Force) 

झुकलेल्य  पृष्ठभ ग ल  सम ांिर (Parallel) ल गू होिे. 

Case: 1 िथिू पृष्ठभ ग िरूि (Surface) ख ली (Down) सरकि ांि . 

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Inclined surface) ‘W’ एिढ्य  िजि ची िथतू ठेिलेली आह े आभण झकुलेल  

पषृ्ठि ग ह  आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) ∝ एिढ  कोि (Angle) कित आह,े तसेच ल िलेले 

बल (Force) ह ेझकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति (Parallel) ल गलेले आह ेअस  भिच ि करू. आकृती 4.16 

मध्य ेि खिल्य प्रम णे थितःच्य  िजि मळेु िथतू झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िरूि ख ली (Down) सिकेल. 

 

आकृिी-4.16 

येिे, 

W = िथतचू ेिजि (Weight of Body) N मध्य े

 R = स म शय प्रभतभिय  (Resultant reaction) N मध्ये 

 μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

P = बल (Force) N मध्ये 

F = घर्षण बल (Friction force) N मध्य े
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∝  = झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे (Inclined Surface) आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal Surface) केलेल  कोि 

Degree मध्य े

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                   +ve                  –ve 

 –Wsin∝ + F + P = 0 

 F = W sin∝– P............ (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                  +ve          –ve     

 –Wcos∝ + R = 0 

  R = Wcos∝..................... (ii) 

Case: 2   िथिू पृष्ठभ ग िरूि (Surface) िरिी (Up) सरकि ांि  

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Inclined surface) W एिढ्य  िजि ची िथत ूठेिलेली आह ेआभण झकुलेल  

पषृ्ठि ग ह  आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) ∝ एिढ  कोि (Angle) कित आह,े तसेच ल िलेले 

बल (Force) ह ेझकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति (Parallel) ल गलेले आह ेअस  भिच ि करू. आकृती 4.17 

मध्य ेि खिल्य प्रम णे ल िलेल्य  बल मळेु िथत ूझकुलेल्य  पषृ्ठि ग िरूि ििती सिकेल. 

 
आकृिी - 4.17 
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येिे,                            

W = िथतचू ेिजि (Weight of Body) N मध्य े

 R = स म शय प्रभतभिय  (Resultant reaction) N मध्ये 

 μ = घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 

P = बल (Force) N मध्ये 

F = घर्षण बल (Friction force) N मध्य े

∝ = झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे (Inclined Surface) आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal Surface) केलेल  कोि 

Degree मध्य.े 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                    +ve                         –ve 

 –Wsin∝– F + P = 0 

 F= – W sin∝ + P   ............ (i) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0               +ve              –ve                

 –W cos∝ + R = 0 

  R = W cos∝..................... (ii) 
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जेव्ह  िथिू (Body) झुकलेल्य  पृष्ठभ ग िर (Inclined surface) ठेिले ज िे आवण बल (Force) 

झुकलेल्य  पृष्ठभ ग ल  सम ांिर (Parallel) ल गलेले असि ांि , य  वथििी िरील सोडिलेली उद हरणे. 

उद हरण ि.- 01 

700 N िजि ची िथत ूखडबडीत झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Rough inclined surface) ठेिली असिू, 

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे (Inclined surface) आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) केलेल  कोि 30° 

आह.े जि घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 0.6 असेल, ति िथतलू  पषृ्ठि ग िरूि ख ली (Down) 

येण्य प सिू िोखण्य स ठी भकती बल ची (Force) आिश्यकत  आह.े 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 

िथतचूे िजि (W) = 700 N           

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.6 

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि (∝) = 30° 

ल गण िे बल (P) =? 

वदलेली वथििी:  िथत ूही झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि ठेिली आह ेआभण बल ह ेझकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति ल ग ू

झ लेले आह.े 

 
आकृिी -4.18 
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िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                 + ve                –ve     

 – 700 cos30° + R = 0 

 – 606.2 + R = 0 

 R = 606.2 N   ....................................... स म शय प्रभतभिय  (Resultant reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

 F = μR 

 F = 0.6 × 606.2 

 F = 363.72 N  ..................................... घर्षण बल (Friction force) 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                 +ve                       –ve     

 –700 sin30°+ F + P= 0 

 –350 + 363.72 + P = 0 

 –13.72 + P = 0 

 P = 13.72 N   ............... िथतलू  ख ली येण्य प सिू िोखण्य स ठी ल गण िे बल (Force).  

उद हरण ि.-02 

500 N िजि ची िथत ू खडबडीत झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Rough horizontal surface) ठेिली 

असिू, झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे (Inclined surface) आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि 20° आह.ेजि घर्षण 
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गणु ांक (Coefficient of friction) 0.3 असेल, ति िथतलू  पषृ्ठि ग िरूि ििती (Up) ओढण्य स ठी भकती 

बल ची (Force) आिश्यकत  आह.े 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data):  

िथतचूे िजि (W) = 500 N          

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.3 

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि (∝) = 20° 

ल गण िे बल (P) =?                           

वदलेली वथििी: िथत ूही झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Inclined surface) ठेिली आह ेआभण बल (force) ह े

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति (Parallel) ल ग ूझ लेले आह.े 

 

 

आकृिी -4.19 
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िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                  +ve            –ve     

 –500 cos20° + R = 0 

 – 469.84 + R = 0 

 R = 469.84 N ................................... स म शय प्रभतभिय  (Resultant reaction) 

आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

 F = μR 

 F = 0.3 × 469.84 

 F = 140.95 N   ........................................... घर्षण बल 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                     +ve                   –ve     

 –500 sin20°– F + P = 0 

 –171.01 – 140.95 + P = 0 

 – 311.96 + P = 0 

 P = 311.96 N         ...िथतलू  पषृ्ठि ग िरूि ििती (Up) ओढण्य स ठी ल गण िे बल. 

उद हरण ि. - 03 

650 N िजि ची िथत ू खडबडीत झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि (Rough horizontal surface) ठेिली 

असिू, झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे (Inclined surface) आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) केलेल  कोि 
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35° आह.े जि घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 0.5 असेल, ति िथतलू  पषृ्ठि ग िरूि ख ली 

येण्य प सिू िोखण्य स ठी भकती बल ची (Force) आिश्यकत  आह.े 

उत्तर: 

 

आकृिी -4.20 

वदलेली म वहिी (Given data) : 

िथतचूे िजि (W) = 650 N           

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.5 

झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि (∝) = 35° 

ल गण िे बल (P) =? 

वदलेली वथििी:  िथत ूही झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि ठेिली आह ेआभण बल ह ेझकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति ल ग ू

झ लेले आह.े 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0                + ve             –ve     

 – 650 cos35°+ R = 0 
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 – 532.44 + R = 0 

 R = 532.44 N  .................................. स म शय प्रभतभिय  

आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

 F = μR 

 F = 0.5× 532.44       

 F = 266.22 N ..................................... घर्षण बल 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑥 = 0                  +ve                    –ve 

 – 650 sin35°+ F + P = 0 

 – 372.82 + 266.22 + P = 0 

 –106.62 + P = 0 

 P = 106.62 N .....िथतलू  ख ली (Down) येण्य प सिू िोखण्य स ठी (Resist) ल गण िे बल. 

 

उद हरण ि.- 04 

1000 N िजि च  एक िगड (Stone) 40° डोंगि च्य  (Hill) उत ि िि (Incline) आह.े जि जमीि 

आभण िगड य ांच्य तील घर्षण गणु ांक (Coefficient of friction) 0.4 असेल, ति िगड डोंगि िि ओढण्य स ठी 

डोंगि च्य  पषृ्ठि ग ल  ल गण िे सम ांति बल (Parallel force) िोध . 

उत्तर: 

वदलेली म वहिी (Given data): 
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िगड चे िजि (Weight of stone) = W = 1000 N          

घर्षण गणु ांक (μ) = 0.4 

डोंगि च्य  पषृ्ठि ग िे (Surface of hill) आडव्य  पषृ्ठि ग िी (Horizontal surface) केलेल  कोि  

(∝) = 40° 

ल गण िे बल (Force) (P) =?                           

वदलेली वथििी:  िथत ू(िगड) झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि ठेिली आह ेआभण बल ह ेझकुलेल्य  पषृ्ठि ग ल  सम ांति 

ल ग ूझ लेले आह.े 

 

 

 

 

 

 

आकृिी - 4.21 

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

∑ 𝐹𝑦 = 0               +ve              –ve     

 –1000 cos40° + R = 0 

 – 766.04 + R = 0 

 R = 766.04 N............................ स म शय प्रभतभिय  (Resultant reaction) 
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आपल्य ल  म भहत आह ेकी, 

 F = μR 

 F = 0.4 × 766.04 ............................ घर्षण बल (Friction force) 

 F = 306.45 N  

िथत ूसमतोल भथितीत असत ि  (For Limiting Equilibrium): 

 ∑ 𝐹𝑥 = 0               +ve                     –ve 

 –1000 sin40°– F + P = 0 

 – 642.78 – 306.45 + P = 0 

 – 949.23 + P = 0 

 P = 949.23 N  ............ िगड ल  पषृ्ठि ग िरूि ििती ओढण्य स ठी ल गण िे बल. 

4.4 वशडी (Ladder)  . 

 
आकृिी - 4.22 : वशडीची फ्री बॉडी ड यग्र म 



 

163 | P a g e    
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 

अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                                    ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

आपण उांचीिि (Height) ज ण्य स ठी भिडीच  ि पि कितो, भिडीच  ि पि खपू भठक णी होत असतो 

जसे क ही भिांत (Wall) िांगभिण्य स ठी (Painting) भचिक ि (Painter) भिडीच  ि पि कितो, तसेच सतु ि 

(Carpenter) िखेील भिडीच  ि पि करुि चौकट (Frame) ही भिांतीमध्ये भखळ ांच्य  सह य्य िे बसितो.अि  

अिपु्रयोग स ठी (Application) भिडीच  ि पि कित ि  घर्षण च  (Friction) उपयोग होतो आभण भिडीच  

सिुभक्षत (Safe) उपयोग किण्य स ठी जभमिीिि आभण भिांतीच्य  सांिि षत योग्य कोि त भिडी सम योभजत कि िी 

ल गले. 

आकृती 4.22 ही, एक  भिडीची फ्री बॉडी ड यग्र म (FBD) ि खिते. भिडी समतोल भथितीत 

(Limiting Equilibrium) असत ांि , भिडीचे िजि W ि भिडीची ल ांबी L असिू,भिडी एक  भिांतील  कलती 

(Incline) आह.े 

भिडीिि ल गण िे बल (Forces) ख लील प्रम णे आहते 

1. िजि W ह ेभिडीच्य  िथतमु ि कें द्र िि (Centre of mass) क यष (Acting) किते, 

2.  स म शय प्रभतभिय  बल (Normal Reaction force) Rw भिांतीच्य  सांपकष  भबांििूि क यष किते 

3.  स म शय प्रभतभिय  बल (Normal Reaction force) Rg जभमिीच्य  सांपकष  (Contact) भबांििूि क यष     

   किते. 

4. भिडी आभण जभमिी य ांच्य तील घर्षण बल (Fg) = μg Rg 

5. भिडी आभण भिांत य ांच्य तील घर्षण बल (Fw) = μw Rw  

6.  भिडी आभण जभमिी ििम्य ि असलेल  घर्षण गणु ांक ( μg )  

7. भिडी आभण भिांत य ांच्य तील असलेल  घर्षण गणु ांक (μw )  

भिडी समतोल भथितीत असत ि : 

∑ 𝐹𝑥 = 0     +ve                  –ve 

 Rw – Fg = 0 

 Rw = Fg..................................... (i) 
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भिडी समतोल भथितीत असत ि : 

∑ 𝐹𝑦 = 0                 + ve                  –ve     

 Rg – W +  Fw = 0 

  W  = Rg + Fw.........................(ii) 

थि: अध्ययि (Self-Learning) : 

1. घर्षण परिि भर्त कि . 

2. घर्षण चे ि यि ेआभण तोटे स ांग . 

3.  भथिि घर्षण चे भियम स ांग . 

4.  गभतिील घर्षण चे भियम स ांग . 

5.  घर्षण आभण रिपोज कोि परिि भर्त कि . 

6. घर्षण गणु ांक परिि भर्त कि . तसेच त्य चे यभुिट स ांग . 

7.  घर्षण कोि आभण घर्षण गणु ांक य ांच्य तील सांबांध स ांग . 

8.  समतोल भिडीिि क यष किण िे भिभिध बल परिि भर्त कि .  

9. आडव्य  पषृ्ठि ग िि ठेिलेली 100 N िथत ूओढण्य स ठी 60 N आडिे बल आिश्यक आह.े ति   

    घर्षण गणु ांक आभण परिण मी प्रभतभिय  भकती असेल? 

10. 400 N िजि ची िथतू (Body) आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह े 

    आभण आडिे बल P िथतूिि ल िलेले आह,े जि घर्षण गणु ांक 0.65 आह.ेति स म शय प्रभतभिय    

    (Normal Reaction), घर्षण बल (Frictional force), घर्षण कोि (Angle of friction) िोध . 

11. 350 N िजि ची िथतू आडव्य  पषृ्ठि ग िि (Horizontal Surface) ठेिलेली आह ेआभण िथतू  

       हलभिण्य स ठी आिश्यक असलेले आडिे बल 75N आह.े ति घर्षण गणु ांक (Coefficient of  

       friction) आभण घर्षण बल (Frictional force), भकती असेल. 
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12. 95 N िजि ची िथतू खडबडीत आडव्य  पषृ्ठि ग िि ठेििू बल िे खचेली ज त आह,े जि  झकुलेले 

बल P ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी 38° एिढ  कोि कित आह ेआभण घर्षण गणु ांक ह   0.35 असेल ति, झकुलेले 

बल िोध . 

13. आडव्य  खडबडीत पषृ्ठि ग िि 560 N एिढ्य  िजि ची िथत ूठेिलेली आह ेआभण िथतिूि  

       झकुलेले बल 145 N ह ेआडव्य  पषृ्ठि ग िी 35° एिढ  कोि कित आह.े ति स म शय     

   प्रभतभिय  आभण घर्षण गणु ांक िोध .  

14. 750 N िजि ची िथतू खडबडीत झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि ठेिली असिू, झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे   

    आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि 35° आह.े जि घर्षण गणु ांक 0.55 असेल, ति िथतलू   

    पषृ्ठि ग िरूि ख ली येण्य प सिू िोखण्य स ठी भकती बल ची आिश्यकत  आह.े 

15. ख लील आकृती 4.23 मध्य ेि खिल्य प्रम णे िथत ूसमतोल मय षभित असल्य स घर्षण गणु ांकचे  

       मलू्य िोध . 

 

आकृिी-4.23 

16. 580 N िजि ची िथत ूखडबडीत झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िि ठेिली असिू, झकुलेल्य  पषृ्ठि ग िे  

    आडव्य  पषृ्ठि ग िी केलेल  कोि 25° आह.े जि घर्षण गणु ांक 0.35 असेल, ति िथतलू   

    पषृ्ठि ग िरूि ििती ओढण्य स ठी भकती बल ची आिश्यकत  आह.े 

17. 1500 N िजि च  एक िगड 45° झकुलेल्य  डोंगि च्य  उत ि िि आह.े जि जमीि आभण िगड  

      य ांच्य तील घर्षण गणु ांक 0.3 असेल ति िगड डोंगि िि ओढण्य स ठी डोंगि च्य  पषृ्ठि ग ल      

   ल गण िे सम ांति बल (Parallel force) िोध . 
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घटक  ०५ 

कें द्रक आणि गुरुत्वाकर्षि कें द्रक 

 (CENTROID AND CENTRE OF GRAVITY) 

णवर्य णिष्पणि (Course Outcome) :भिभिष्ट आक र आभि म पे असलेल्य  भिलेल्य  सांरचन त्मक घटक ांचे 

गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र/कें द्रक भनभित कर . 

 

णिद्ाांत णिकण्याची णिष्पणि (Theory Learning Outcome) :  

1. भिलेल्य  समतल आकृतीचे कें द्रभ ांि ूभनभित कर . 

2. भिलेल्य  सांभमश्र आकृतीचे कें द्रभ ांि ूभनभित कर . 

3. भिलेल्य  घन च्य  गरुुत्ि कर्षि चे कें द्रक भनभित कर . 

4. भिलेल्य  सांभमश्र घन चे गरुुत्ि कर्षि कें द्र भनभित कर . 

 

५.१ भौणिणतक प्लेि आकृत्याांचे कें द्रक (Centroid): 

 कें द्रक ची (Centroid) व्य ख्य  कोित्य ही भनयभमत (Regular) भकां ि  अभनयभमत (Irregular) 

भिभमतीय (Two-dimensional) आकृतीचे िौभमभतक (Geometrical) मध्य (Centre) म्हिनू केली ज ते. 

कें द्रक (Centroid) ह  भिभमतीय प्लेन आकृती ज्य ल  ज डी (Thickness) न ही ि फक्त क्षेिफळ (Area) आह,े 

अि  आकृतील  ल ग ूहोतो. एख द्य  भिभमतीय प्लेन आकृतीच्य  के्षिफळल  ज डी नसल्य मळेु गरुुत्ि कर्षि च्य  

 ल ने त्य िर क यष करण्य स ठी कोितेही िस्तमु न (Mass) नसते आभि त्य मळेु त्य चे िजन (Weight) कें द्रक 

क ढण्य स ठी उपयोग त येत न ही. कें द्रक (Centroid) ह  िब्ि भिभमतीय प्लेन लॅभमन  भकां ि  आकृत्य ांच्य  

के्षिफळ स ठी ल ग ूआह.े कें द्रक (Centroid) ह ेG अक्षर ने ििषभिले ज ते. कें द्रक (Centroid)) ह  िौभमभतक 

प्लेन आकृत्य ांस ठी ल ग ूआह ेजसे की चौरस, आयत, भिकोि, ितुषळ, अर्षितुषळ, चतरु् ांि ितुषळ इ. 
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भौणिणतक प्लेिआकृत्याांचेकें द्रक (Centroid): 

अिु

क्रिाां

क 

आकृतीचे

िाव 

आकार 

 (Shape) 

के्षत्रफळ 

(Area) (A) 

कें द्रक 

(Centroid) 

(G) 

 

 

 

 

1 

 

 

 

चौरस  

(Square) 

 

 

 

a  × a  

येर्े, 

a = 

  जचूील ां ी(Si

de length) 

 

x ̄ = 
𝑎

2
 

y ̄= 
𝑎

2
 

 

 

 

 

2 

 

 

आयत 

(Rectangle) 

 

 

 

 

b  × d     

 

येर्े, 

b = 

ल ां ी(Length) 

d = उांची 

(Height)                      

 

 

x ̄ = 
𝑏

2
 

y ̄= 
𝑑

2
 

 

 

 

 

 

3 

 

 

 

 

क टकोनभिको

ि (Right 

angle 

Triangle) 

 
 

 

1

2
× b 

×  h 

येर्े, 

b = 

ल ां ी(Length) 

 

h = उांची 

(Height)               

 

 

 x̄ = 
𝑏

3
 

 ȳ= 
ℎ

3
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4 

 

समिजुभि

कोि 

(Equilatera

l triangle) 

भकां ि  

समभििजुभि

कोि 

(Isosceles 

Triangle) 

 

 

 

 

1

2
× b 

×  h 

येर्े, 

b= 

ल ां ी(Length) 

h=    

उांची  (Height)     

 

 

 

x ̄ = 
𝑏

2
 

y ̄= 
ℎ

3
 

 

 

 

 

 

 

5 

 

 

 

 

 

ितुषळ 

(Circle) 

 

 

 

 

 

πr2 

   or 
π

4
× d2 

येर्े, 

r =  

ितुषळ चीभिज्य (

Radius) 

d = 

ितुषळ च व्य स(

Diameter) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 x̄ = r 

 ȳ= r 

 

 

 

6 

 

 

 

अर्षितुषळ 

(Semicircle) 

 

 

 

 

1

2
×πr2 

येर्े, 

r =  

अर्षितुषळ चीभि

ज्य (Radius) 

 

  x̄ =  r 

  ȳ= 
4𝑟

3𝜋
 

 

 

 

 

7 

 

चतरु् ांि ितुषळ 

(Quarter 

circle) 

 

 

1

4
×πr2 

येर्े, 

r =  

चतरु् ांि 

ितुषळ ची 

भिज्य  

(Radius) 

 

 

x ̄ = 
4𝑟

3𝜋
 

y ̄= 
4𝑟

3𝜋
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५.२ िांयुक्त आकृत्याांची कें द्राकाची णथिती (Centroidal position of composite figures) 

 कोित्य ही सांयकु्त (Composite) आकृतीच्य  कें द्र क ची (Centroid) गिन  ही क्षेिफळ च्य  

(Area) सह य्य ने "व्हरेरगॉन" चे प्रमये ि परून केली ज ऊ िकते.  

 

आकृती -5.1 िांयुक्त आकृत्याांची कें द्राकाची (Centroidal) णथिती 

 

 समज  सांयकु्त आकृती मर्ील भिि भजत (Divided) ि ग ांचे A1, A2, A3, ह ेक्षेिफळ आह.े समज  

सांयकु्त आकृती मर्ील भिि भजत ि ग चे x1 x2 x3ह े y- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 

ििषित आह.े समज  सांयकु्त आकृती मर्ील भिि भजत ि ग ांचे y1, y2 y3 ह ेx-अक्ष ांप सनू कें द्र क ची भस्र्ती 

ििषित आह.े समज  ह े y-अक्ष प सनू सांयकु्त भिि ग ची कें द्र क ची भस्र्ती ििषित आह.े समज  ÿ ह े x- 

अक्ष प सनू सांयकु्त भिि ग ची कें द्र क ची भस्र्ती ििषित आह.े "व्हरेरगॉन प्रमये नसु र, कोित्य ही अक्ष िी 

(Axis) आकृतीच्य  ियैभक्तक (Individual) के्षिफळ च्य  ममुेंट (Moment) ची  ीजगभितीय  ेरीज ही सांयकु्त 

आकृतीच्य  के्षिफळ च्य  ममुेट (Moment) इतकी असते. ह ेगभित त असे भलभहले ज ऊ िकते. 
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A𝑋= AX1 + A2X2+A3X3 

𝑋 =
AX1 +  A2X2 +  A3X3

𝐴
 

परांत,ु 

A = A1 + A2 + A3 

𝑋 =
AX1 + A2X2 + A3X3

A1 + A2 + A3
  y- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती(Centroidal) 

त्य चप्रम िे, 

𝑦 =
Ay1 + A2y2 + A3y3

A1 + A2 + A3
  x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 

िांयुक्त (Composite) आकृत्याांच्या कें द्राकाच्या णथिती वरील िोडवलेली उदाहरिे: 

उदाहरि क्र. -01 

जर T -सेक्िनचे (Section) आक रम न 120 mm ×120 mm × 20 mm तर T- सेक्िनच  

कें द्रक(Centroid) िोर् . 

उिरः 

येर्े 120 mm ×120 mm × 20 mm म्हिज ेएकूि ल ां ी x एकूि उांची × रुां िी 

 

आकृती -5.2 
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क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

उभ्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of web) = A₁ = 100 × 20 = 2000 mm² 

आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of flange) = A2 = 120×20 =2400 mm² 

टीप: उभ्या भागाला Web णकां वा Rib आणि आडव्या भागाला Flange अिे म्हितात. 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 

भिलेल  T- सेक्िन (Section) y-y अक्ष ांिी समभमतीय (Symmetrical) आह े

 

𝑥 =
T सेक्िनची (Section) ज स्तीत ज स्त ल ां ी 

2
 

𝑥 =
120

2
 

𝑥 = 60 𝑚𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

𝑦1 =
100

2
 

𝑦1 = 50 𝑚𝑚 

𝑦2 = 100 +
20

2
 

𝑦2 = 110 𝑚𝑚 

𝑦 =
Ay1 +  A2y2

A1 +  A2
 

𝑦 =
(2000 × 50)  +  (2400 × 110) 

2000 +  2400 
 

𝑦 = 82.72 𝑚𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (60 𝑚𝑚, 82.72 𝑚𝑚) 
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उदाहरि क्र. -02 

जर I- सेक्िनच्य  (Section) िरच्य  आडव्य  (Top flange) ि ग चे आक रम न ह े  100 mm ×10 mm 

आह,े तळ च्य  आडव्य  (Bottom flange) ि ग चे आक रम न ह े  70 mm ×10 mm आहआेभि उभ्य  

(Web) ि ग चे आक रम न 80 mm ×10 mm असेल तर I- सेक्िनच (Section) कें द्रक(Centroid) िोर् .  

 

आकृती -5.3 

क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

िरच्य  आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of top flange) = A1 = 100×10 =1000 mm² 

उभ्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of web) = A2 = 80 × 10 = 800 mm² 

तळ च्य  आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of bottom flange) = A3 = 70×10 =700 mm² 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 

भिलेल  I- सेक्िन (Section) y-y अक्ष ांिी समभमतीय (Symmetrical) आह े
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𝑥 =
I सेक्िनची (Section) ज स्तीत ज स्त ल ां ी 

2
 

𝑥 =
100

2
 

𝑥 = 50 𝑚𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

𝑦1 =
10

2
 

𝑦1 = 5 𝑚𝑚 

𝑦2 = 10 +
80

2
 

𝑦2 = 50 𝑚𝑚 

𝑦3 = 10 + 80 +
10

2
 

𝑦3 = 95 𝑚𝑚 

𝑦 =
Ay1 +  A2y2 +  A3y3

A1 +  A2 +  A3
 

𝑦 =
(1000 × 5) +  (800 × 50) + (700 × 95) 

1000 +  800 +  700
 

𝑦 = 44.6 𝑚𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (50 𝑚𝑚, 44.6 𝑚𝑚) 
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उदाहरि क्र. -0 3 

जर L- सेक्िनच्य  (Section) आडव्य  (flange) ि ग चे आक रम न ह े  140 mm ×20 mm आह,े आभि 

उभ्य  (Web) ि ग चे आक रम न 120 mm ×20 mm असेल तर L- सेक्िनच (Section) कें द्रक(Centroid) 

िोर् .  

उिरः 

 

आकृती -5.4 

क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of flange) = A1 = 140×20 =2800 mm² 

उभ्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of web) = A₁ = 120 × 20 = 2400 mm² 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 

भिलेल  T- सेक्िन (Section) y-y अक्ष ांिी समभमतीय (Symmetrical) आह े

𝑥1 =
140

2
 

𝑥1 = 70 𝑚𝑚 
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𝑥2 =
20

2
 

𝑥2 = 10 𝑚𝑚 

𝑥 =
Ax1 +  A2x2

A1 +  A2
 

𝑥 =
(2800 × 70)  +  (2400 × 10) 

2800 +  2400 
 

𝑥 = 42.30 𝑚𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

𝑦1 =
20

2
 

𝑦1 = 10 𝑚𝑚 

𝑦2 = 20 +
120

2
 

𝑦2 = 80 𝑚𝑚 

𝑦 =
Ay1 +  A2y2

A1 +  A2
 

𝑦 =
(2800 × 10)  +  (2400 × 80) 

2800 +  2400 
 

𝑦 = 42.30 𝑚𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (42.30 𝑚𝑚, 42.30 𝑚𝑚) 
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उदाहरि क्र. -04 

चॅनल (Channel) भकां ि  C सेक्िनचे (Section) आक रम न 140 mm ×140 mm × 20 mm तर C- 

सेक्िनच  कें द्रक(Centroid) िोर् . 

उिरः 

येर्े 140 mm ×140 mm × 20 mm म्हिज ेएकूि ल ां ी x एकूि उांची × रुां िी 

 

आकृती -5.5 

क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

िरच्य  आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of top flange) = A1 = 140×20 =2800 mm² 

उभ्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of web) = A2 = 100 × 20 = 2000 mm² 

तळ च्य  आडव्य  ि ग चे क्षेिफळ (Area of bottom flange) = A3 = 140×20 =2800 mm² 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 
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𝑥1 =
140

2
 

𝑥1 = 70 𝑚𝑚 

𝑥2 =
20

2
 

𝑥2 = 10 𝑚𝑚 

𝑥3 =
140

2
 

𝑥3 = 70 𝑚𝑚 

𝑥 =
Ax1 +  A2x2 +  A3x3

A1 +  A2 +  A3
 

𝑥 =
(2400 × 70) +  (2000 × 10) + (2400 × 70)

2400 + 2000 +  2400 
 

𝑥 = 52.35 𝑚𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

भिलेल  C- सेक्िन (Section) x-x अक्ष ांिी समभमतीय (Symmetrical) आह े

𝑦 =
C सेक्िनची (Section)ज स्तीत ज स्त उांची 

2
 

𝑥 =
140

2
 

𝑦 = 70 𝑚𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (52.35 𝑚𝑚, 70 𝑚𝑚) 
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उदाहरि क्र. -05 

एक  र्रि चे (Dam Section) आक रम न ख लीलप्रम िेआह,े  

i) प ण्य च्य    जचुी उभ्य  भिांभतची (Vertical Height) उांची 300 m, 

ii) र्रि ची िरची रुां िी (Top Width) 140 m, 

iii) प य ची रुां िी (Base Width) 400 m आह.े  

तर र्रि च  कें द्रक(Centroid) िोर् . 

उिरः 

 

आकृती -5.6 

क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

आयत चे क्षेिफळ (Area of Rectangle) = A1 = 300×140 =42000 m² 

भिकोि चे क्षेिफळ (Area of Triangle) = A2 = 
1

2
× 260 × 300 = 39000 m² 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 

𝑥1 =
140

2
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𝑥1 = 70 𝑚 

𝑥2 = 140 +
260

3
 

𝑥2 = 226.66 𝑚 

𝑥 =
Ax1 +  A2x2

A1 +  A2
 

𝑥 =
(42000 × 70) +  (39000 × 226.66)

42000 + 39000 
 

𝑥 = 145.42 𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

𝑦1 =
300

2
 

𝑦1 = 150 𝑚 

𝑦2 =
300

3
 

𝑦2 = 100 𝑚 

𝑦 =
Ay1 +  A2y2

A1 +  A2
 

𝑦 =
(42000 × 150) +  (39000 × 100) 

42000 +  39000 
 

𝑦 = 125.92 𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (145.42 𝑚, 125.92 𝑚) 
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उदाहरि क्र. -06 

ख लील आकृतीमध्ये ि खभिल्य प्रम ि ेएक  12 mm व्य स च्य  (Diameter)  ितुषळ क र (Circular) 

भडस्कमर्नू 6 mm व्य स चे (Diameter)  गोल क र (Circular)  भिद्र (Hole) क पले आह.े तर भिलेल्य  

सेक्िनचे (Section) कें द्रक (Centroid) िोर् . 

उिरः 

 

आकृती -5.7 

भिलेली मभहती (Given data), 

R = ितुषळ क रभडस्कची भिज्य  (Radius of Circular disc) =  

ितुषळ क र भडस्कच  व्य स 

2
=

12

2
 = 6 mm 

r = ितुषळ क रलह नभिद्र ची भिज्य  (Radius of Circular hole) =  

ितुषळ क रलह नभिद्र च  व्य स 

2
=

6

2
 = 3 mm 

 

आकृती -5.8 
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क्षेिफळ गिन  (Area calculation): 

मोठ्य  ितुषळ चे क्षेिफळ (Area of Disc) = A1 = 𝜋𝑅2 = 𝜋 × 62
=113.09 mm² 

लह नितुषळ चे क्षेिफळ (Area of hole) = A2 = 𝜋𝑟2 = 𝜋 × 32
=28.27 mm² 

y-अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) xची गिन  करण्य स ठी: 

𝑥1 = 𝑅 

𝑥1 = 6 𝑚𝑚 

𝑥2 = 6 + 𝑟 

𝑥2 = 6 + 3 

𝑥2 = 9 𝑚𝑚 

𝑥 =
Ax1 −  A2x2

A1 −  A2
 

𝑥 =
(113.09 × 6) − (28.27 × 9)

113.09 − 28.27 
 

𝑥 = 5 𝑚𝑚 

x- अक्ष प सनू (Axis) कें द्र क ची भस्र्ती (Centroidal) 𝑦ची गिन  करण्य स ठी: 

भिलेल  C- सेक्िन (Section) x-x अक्ष ांिी समभमतीय (Symmetrical) आह े

𝑦 =
भिलेल्य सेक्िनची (Section)ज स्तीत ज स्त उांची 

2
 

𝑦 =
12

2
 

𝑦 = 6 𝑚𝑚 

कें द्रक ची भस्र्ती (G) = (𝑥, 𝑦) = (5 𝑚𝑚, 6 𝑚𝑚) 
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5.3िाध्या घि पदािाांचे गुरुत्वाकर्षि कें द्र (Centre of Gravity of Simple solids) (G): 

िस्तचू्य  (Body) गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र (Centre of Gravity) म्हिज ेभ ांि ू(Point) ज्य िर िस्तचूे (Weight) 

िजन क यष करते. िस्तचू्य  गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र भिभमतीय (Three-dimensional) र्न (Solid) िस्त ूसांिभिषत 

करते. घन िस्तूमळेु आपल्य ल  ज डीच  (Thickness) भिच र कर ि  ल गतो. म्हिनू आपल्य ल  घन िस्तिूर 

क यष करण्य स ठी घनफळ (Volume) आभि िजन (Weight) भिच र त घिे ेआिश्यक आह.े गरुुत्ि कर्षि कें द्र 

ह  भिभमतीय घन िस्तचू्य  घनफळल  ल ग ूआह.े म्हिनू आपि असे म्हि ूिकतो की गरुुत्ि कर्षि कें द्र ह  घन 

िस्तिूरच  भ ांि ू(Point) आह,े भजर्े सांपिूष िजन (Weight) कें भद्रत असते. 

िाध्याघिपदािाांचेगुरुत्वाकर्षिकें द्र (G): 

अिुक्र

िाांक 

आकृतीचेिाव आकार (Shape) घिफळ (V) 

(Volume)   

गुरुत्वाकर्षि

कें द्र(G) 

1 घन(Cube) 

 

 

 

 

       a3 

येर्े, 

a = घन ची 

  जचूील ां ी(Sid

e length) 

 

 

 

 

x ̄ = 
𝑎

2
 

y ̄= 
𝑎

2
 

2 
िांकू(Cone) 

 

 

 

 

 

1

3
πr2h 

येर्े, 

r = 

तळ च्य ितुषळ 

चीभिज्य (Rad

ius)  

h= 

िांकूचीउांची(H

eight) 

 

 

 

 

 x̄ = r 

y ̄= 
h

4
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3 

 

घन ितृ्तभचत्ती 

(Solid 

Cylinder) 

 

 

 

 

πr2h 

 

येर्े, 

  r = तळ च्य  

ितुषळ ची 

भिज्य  

(Radius)  

h= 

ितृ्तभचत्तीचीउां

ची(Height) 

 

 

 

 

 x̄ = r 

 ȳ= 
h

2
 

4 

घन 

गोल(Solid 

Sphere) 

 

 

 

 

 

4

3
× πr3 

येर्े, 

r = 

गोल चीभिज्य (R

adius)  

 

 

 

 

x ̄ = r 

y ̄= r 

5 

 

अर्षगोल 

(Solid 

hemisphere) 

 

 

2

3
×πr3 

 

येर्े, 

r =  

अर्षगोल चीभि

ज्य (Radius) 

 

x ̄ =  r 

y ̄= 
3r

8
 

 

5.4. िांयुक्त आकृत्याांच्या गुरुत्वाकर्षिाचे थिाि (Centre of gravity position of composite 

figures): 

कोित्य ही घन सांयकु्त (Composite) आकृतीच्य  गरुुत्ि कर्षि च्य  कें द्र ची (Centre of gravity) गिन  

(Calculation) घनफळच्य  (Volume) सह य्य ने "व्हरेरग्नॉन" प्रमये ि परून केली ज ऊ िकते. ख लील 

आकृती 5.8घन सांयकु्त आकृती ििषभिते. 
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आकृती -5.9 

 

समज  घन सांयकु्त (Composite) आकृती मर्ील भिि भजत (Divided) ि ग ांचे V1,V2, V3 ह ेघनफळ आह.े 

समज  घन सांयकु्त आकृती मर्ील भिि भजत (Divided) ि ग ांचे x1, x2, x3 ह े y-अक्ष ांप सनू (Axis) 

गरुुत्ि कर्षि स्र् न ची भस्र्ती ििषित आह.े 

समज  घन सांयकु्त आकृती मर्ील भिि भजत ि ग ांचे y1, y2 y3 ह े x- अक्ष ांप सून (Axis) गरुुत्ि कर्षि 

स्र् न ची भस्र्ती ििषित आह.े 

समज  x ह ेy- अक्ष प सनू (Axis) सांयकु्त भिि ग ची गरुुत्ि कर्षि स्र् न ची भस्र्ती ििषित आह.े 

समज  ÿ ह ेx -अक्ष प सनू (Axis) सांयकु्त भिि ग ची गरुुत्ि कर्षि स्र् न ची भस्र्ती ििषित आह.े 

व्हरेरग्नॉन प्रमये नसु र, कोित्य ही अक्ष िी (Axis) आकृतीच्य  ियैभक्तक (Individual) घनफळच्य  मोमेंट 

(Moment) ची  ीजगभितीय  ेरीज ही सांयकु्त आकृतीच्य  घनफळच्य  मोमेंट (Moment) इतकी असते. 

ह ेगभिती म्हिनू भलभहले ज ऊ िकते, 

𝑉𝑥 = V1x1 +  V2x2 +  V3x3 

𝑥 =
V1x1 +  V2x2 +  V3x3

V
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परांत ु, V = V1 +  V2 +  V3 

𝑥 =
V1x1 + V2x2+ V3x3

V1 + V2 + V3
     y- अक्ष प सनू (Axis) गरुुत्ि कर्षि भस्र्तीचे कें द्र 

त्य चप्रम िे, 

𝑦 =
V1y1 + V2y2+ V3y3

V1 + V2 + V3
     x- अक्ष प सनू (Axis) गरुुत्ि कर्षि भस्र्तीचे कें द्र 

 

िांयुक्त आकृत्याांच्या गुरुत्वाकर्षिाच्या णथिती वरील िोडवलेली उदाहरिे 

उि हरि क्र. -01 

6 cm व्य स च  (Diameter) आभि 60 cm उांचीच  (Height) िांकू (Cone) ह  6 cm व्य स च  

(Diameter) आभि 80 cm उांचीच्य  (Height) ितृ्तभचत्तीिर (Solid cylinder) सम भक्षकपि(ेCoaxially) 

ठेिल  आह,े तर सांयकु्त (Composite) घन च्य  (Solid) गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र (Centre of gravity) िोर् . 

उिरः 

भिलेली म भहती (Given data): 

ितृ्तभचत्तीच  व्य स (Diameter of solid cylinder) = D = 6 cm 

ितृ्तभचत्तीची भिज्य  (Radius of solid cylinder) = R= 
ितृ्तभचत्तीच  व्य स 

2
= 

6

2
 = 3 cm  

िांकूच  व्य स (Diameter of solid cone) = d = 6 cm 

िांकूची भिज्य  (Radius of solid cone) = r =
िांकूच  व्य स

2
= 

6

2
= 3 cm 

ितृ्तभचत्तीची उांची (Height of solid cylinder) = H = 80 cm 

िांकूची उांची (Diameter of solid cone) = h = 60 cm 
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आकृती -5.10 

  

घनफळ गिन  (Volume calculation): 

ितृ्तभचत्तीचे घनफळ (Volume of solid cylinder) = V₁ = 𝜋R2H 

 =π× (3)²× 80 

  =2261.94 cm3 

िांकूचे घनफळ (Volume of solid cone) = V2 = 
1

3
𝜋r2h 

  =
1

3
𝜋× (3)²× 60 

  = 565.48 cm3 

y- अक्ष प सनू (Axis) गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र भस्र्ती 𝑥ची गिन  करण्य स ठी 
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भिलेले सांयकु्त घन y-y अक्ष स ठी समभमतीय (Symmetrical) आह े

𝑥 =
सांयकु्त घन ची ज स्तीत ज स्त ल ां ी

2
 

𝑥 =
6

2
 

𝑥 = 3 𝑐𝑚 

x -अक्ष प सनू गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र भस्र्ती 𝑦ची गिन  करण्य स ठी 

𝑦1 =
h

2
 

𝑦1 =
80

2
 

𝑦1 = 40 𝑐𝑚 

𝑦2 = 80 +
h

4
 

𝑦2 = 80 +
60

4
 

𝑦2 = 95 𝑐𝑚 

तसेच  

𝑦 =
V1y1 +  V2y2

V1 +  V2
 

𝑦 =
(2261.94 × 40) + (565.48 × 95) 

2261.94 +  565.48 
 

𝑦 = 50.99 𝑐𝑚 

गुरुत्वाकर्षिाचे कें द्र (Centre of Gravity)=(𝒙, 𝒚) = (𝟑𝒄𝒎, 𝟓𝟎. 𝟗𝟗𝒄𝒎) 
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उदाहरिक्र. -02 

20 cm व्य स च  (Diameter) गोल (Sphere) ह  20 cm व्य स च  (Diameter) आभि 100 cm उांचीच्य  

(Height) ितृ्तभचत्तीिर (Solid cylinder) सम भक्षकपिे (Coaxially) ठेिल आह,े तरसांयकु्त (Composite) 

घन च्य (Solid)गरुुत्ि कर्षि चेकें द्र(Centre of gravity)िोर् . 

उत्तर: 

णदलेली िाणहती (Given data): 

ितृ्तभचत्तीच व्य स (Diameter of solid cylinder) = D =20 cm 

ितृ्तभचत्तीचीभिज्य  (Radius of solid cylinder) = R =  
ितृ्तभचत्तीच व्य स

2
  = 

20

2
  = 10 cm 

गोल च व्य स (Diameter of sphere) = d = 20 cm 

गोल चीभिज्य  (Radius of sphere) = r =
गोल च व्य स

2
  = 

20

2
  = 10 cm 

ितृ्तभचत्तीची उांची (Height of solid cylinder) = H =100 cm 

 

आकृती -5.11 
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घनफळगिन  (Volume calculation): 

ितृ्तभचत्तीचेघनफळ (V1) = πR2H 

                                         = π × (10)2×100 

    = 31415.9 cm3 

गोल चेघनफळ (V2) = 
4

3
πr3 

    =
4

3
π × (10)3 

    = 4188.79 cm3 

y- अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्ती x ̄चीगिन करण्य स ठी 

भिलेलेसांयकु्तघन y-y अक्ष स ठी(Axis)समभमतीय (Symmetrical) आह े

    x̄ = 
सांयकु्तघन चीज स्तीतज स्तल ां ी

2
 

      x̄ = 
20

2
 

     x̄ = 10 cm 

x -अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्तीy ̄चीगिन करण्य स ठी 

     y1=
h

2
 

    y1 = 
100

2
 

    y1 = 50 cm 

    y2 = 100 + 𝑟 
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    y2 = 100 + 10 

    y2 = 110 cm 

तसेच, 

  y ̄=  
V1 y1 + V2 y2  

V1+ V2
 

  y ̄=
(31415.9 × 50)+( 4188.79 × 110) 

(31415.9 + 4188.79) 
 

  y ̄= 57.058 cm 

गुरुत्वाकर्षिाचेकें द्र(x ̄,ȳ) = (10 cm, 57.058 cm) 

 

उदाहरिक्र. -03 

30 cm व्य स च  (Diameter) गोलह  50 cm ल ां ीच्य  (Side length) घन िर (Cube) सम भक्षकपि े

(Coaxially) ठेिल आह,े तरसांयकु्त (Composite) घन च्य  गरुुत्ि कर्षि चेकें द्र (Centre of gravity) 

िोर्  

उत्तर: 

णदलेलीिाणहती(Given Data):  

घन चील ां ी (Cube length) = a = 50 cm 

गोल च  व्य स (Diameter of Sphere) = d = 30 cm 

गोल चीभिज्य (Radius of Sphere) = r = 
गोल च व्य स

2
 = 

30

2
  = 15 cm 



 अभिय ांभिकी य ांभिकी (312312)                                  ENGINEERING MECHANICS (312312) 

 

192 | P a g e  
MAHARASHTRA STATE BOARD OF TECHNICAL EDUCATION, MUMBAI 

 

आकृती -5.12 

घनफळगिन  (Volume calculation): 

घन चेघनफळ (V1)       = a3 

                                     = (50)3 

          = 125000 cm3 

गोल चेघनफळ (V2) = 
4

3
πr3 

       = 
4

3
π × (15)3 

      = 14137.166 cm3 

y- अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्ती x ̄चीगिन करण्य स ठी 

भिलेलेसांयकु्तघन y-y अक्ष स ठीसमभमतीय (Symmetrical) आह े

  x ̄ = 
सांयकु्तघन चीज स्तीतज स्तल ां ी

2
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  x ̄ = 
50

2
 

  x ̄ = 25 cm 

x अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्तीy ̄चीगिन करण्य स ठी 

  y1 = 
𝑎

2
 

  y1 = 
50

2
 

  y1 = 25 cm 

  y2 = 50 + 15 

  y2 = 65 cm 

तसेच, 

  y ̄=  
V1 y1 + V2 y2  

V1+ V2
 

  y ̄=
(125000 ×25)+( 14137.166×65) 

(125000+14137.166) 
 

  y ̄= 29.08 cm 

गुरुत्वाकर्षिाचेकें द्र(x ̄,ȳ) = (25 cm, 29.08 cm) 
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उदाहरिक्र -04 

80 cm व्य स च  (Diameter) अर्षगोल (Hemisphere) ह  80 cm व्य स च  (Diameter) आभि 110 

cm उांचीच्य  (Height) ितृ्तभचत्तीिर(Solid cylinder) सम भक्षकपिे(Coaxially) ठेिल आह,े 

तरसांयकु्त(Composite) घन च्य गरुुत्ि कर्षि चेकें द्र (Centre of gravity)  िोर्  

उत्तर: 

भिलेली म भहती(Given Data): 

ितृ्तभचत्तीच  व्य स(Diameter of solid cylinder) =D = 80 cm 

ितृ्तभचत्तीची भिज्य (Radius of solid cylinder) = R =  
D

2
 = 

80

2
= 40 cm 

ितृ्तभचत्तीची उांची(Height of solid cylinder) = H = 110 cm 

अर्षगोल च  व्य स(Diameter of hemisphere) = d = 80 cm 

अर्षगोल ची भिज्य (Radius of hemisphere) = r =  
d

2
 = 

80

2
= 40 cm 

 

आकृती -5.13 

घनफळ गिन  (Volume calculation): 
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ितृ्तभचत्तीचे घनफळ(Solid cylinder volume) = V1 = πR2H 

                                                                               = π × (40)2×110 

                                                     = 552920.30 cm3 

अर्षगोल चे घनफळ(Hemisphere volume) =V2 =
2

3
πr3 

                               = 
2

3
π × (40)3 

                                = 134041.28 cm3 

y- अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र (Centre of gravity) भस्र्ती x̄ची गिन  करण्य स ठी 

भिलेले सांयकु्तघन y-y अक्ष स ठी(Axis) समभमतीय (Symmetrical) आह े

  x ̄ = 
सांयकु्तघन चीज स्तीतज स्तल ां ी

2
 

  x ̄ = 
80

2
 

  x ̄ = 40 cm 

x -अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र (Centre of gravity)  भस्र्ती y ̄ची गिन  करण्य स ठी 

  y1 = 
h

2
 

  y1 = 
110

2
 

  y1 = 55 cm 

  y2 =110 +
3 × 40

8
 

  y2 = 125 cm 
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तसेच, 

  y ̄=  
V1 y1 + V2 y2  

V1+ V2
 

  y ̄=
(552920.30 × 55) + ( 134041.28 × 125) 

(552920.30 +134041.28) 
 

y ̄= 68.65 cm 

गुरुत्वाकर्षिाचे कें द्र(x ̄,y ̄) = (40 cm, 68.65 cm) 

उदाहरिक्र. -05 

12 cm व्य स चे (Diameter) आभि 20 cm उांचीचे (Height) एक घनितुषळ क र ितृ्तभचत्तीमर्नू (Solid 

cylinder) 6 cm व्य स च  (Diameter) एक िांडगोल क र (Cylindrical) भिद्र (Hole) ितृ्तभचत्तीच्य  

अध्य ष (Half) ि ग स ठी सम भक्षकपिे (Axially) भिल केले आह े तरसांयकु्त (Composite) घन च्य  

गरुुत्ि कर्षि चे कें द्र (Centre of gravity)  िोर् . 

उिर: 

णदलेलीिाणहती(Given Data): 

ितृ्तभचत्तीच  व्य स(Diameter of solid cylinder) = D = 12 cm 

ितृ्तभचत्तीची भिज्य (Radius of solid cylinder) =R =  
D

2
 = 

12

2
= 6 cm 

िांडगोल क र भिद्र च  व्य स(Diameter of hole) = d = 6 cm 

िांडगोल क र भिद्र ची भिज्य (Radius of Hole) = r =  
d

2
 = 

6

2
= 3 cm 

ितृ्तभचत्तीची उांची(Height of solid cylinder) = H= 20 cm 

िांडगोल क र भिद्र ची उांची(Height of hole) = h =10 cm 
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आकृती -5.14 

घनफळगिन  (Volume calculation): 

ितृ्तभचत्तीचेघनफळ(Volume of Solid cylinder) = V1 = πR2H 

                                                                                      = π × (6)2×20 

                                                            = 2261.94 cm3 

भिल केलेले ितृ्तभचत्तीचेघनफळ(Volume of drilled Solid cylinder) = V2 = πr2h 

                                                                                                                    = π × (3)2×10 

                                                                    = 282.74 cm3 

y-अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्ती x ̄चीगिन करण्य स ठी 

भिलेलेसांयकु्तघन y-y अक्ष स ठीसमभमतीय (Symmetrical) आह,े 

  x ̄ = 
सांयकु्तघन चीज स्तीतज स्तल ां ी

2
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  x ̄ = 
12

2
 

  x ̄ = 6 cm 

x -अक्ष प सनू(Axis) गरुुत्ि कर्षि चेकें द्रभस्र्तीy ̄चीगिन करण्य स ठी, 

  y1 = 
h

2
 

  y1 = 
20

2
 

  y1 = 10 cm 

  y2 = 10 +
h

2
 

  y2 = 10 +  
10

2
 

  y2 = 15 cm 

तसेच, 

  y ̄=  
V1 y1− V2 y2  

V1− V2
 

  y ̄=
(2261.94 × 10)−( 282.74 × 15) 

(2261.94 − 282.74) 
 

  y ̄= 9.28 cm 

गुरुत्वाकर्षिाचेकें द्र(x ̄,ȳ) = (6 cm, 9.28 cm) 
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