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युशनट-1 

प्रोबॅशबशिटी 

(Probability) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO1: अबियाांबिकी समस्ाांचे समाधान करण्यासाठी सांिाव्यतेच्या मूििूत तत्त्ाांचा वापर करा. 

घटक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. यादृस्टिक प्रयोगाचे पररणाम आबण नमुना अवकाश (Sample Space) स्पष्ट करा. 

2. सांिाव्यतेच्या बवबवध प्रकारच्या घटनाांमधे्य फरक स्पष्ट करा. 

3. सांिाव्यतेच्या गुणधमाांवर आधाररत उदाहरणे सोडवा. 

4. वे्हन आकृती (Venn Diagram) वापरून उदाहरणे सोडवा. 

5. सशतत सांिाव्यतेवर (Conditional Probability) आधाररत उदाहरणे सोडवा. 

6. बेयसच्या बसद्ाांतावर (Bayes’ Theorem) आधाररत उदाहरणे (पु्रफ) सोडवा. 

1.1 डेशिनेिन आशण टाईप्स ऑि इव्हेंट (Definition and types of events)  

(घटनांची व्याख्या आशण प्रकार): 

प्रयोग आबण चाचणी (Experiment and Trial): दोन बकां वा अबधक पररणाम देणारी कोणतीही बिया म्हणजे प्रयोग 

आबण प्रयोग करणे म्हणजे चाचणी. 

रँडम एक्सपेररमेंट (Random Experiment): रँडम एक्सपेररमेंट म्हणजे असा प्रयोग ज्यामधे्य सवत सांिाव्य 

पररणाम माबहत असतात आबण ते समान पररस्टथितीत पुनरावृत्ती करता येतात परां तु कोणत्याही बवबशष्ट चाचणीचे 

बनकाि आधीच साांगणे शक्य नसते. 

उदाहरण: नाणे फेकणे (Tossing a coin- टॉबसांग अ कॉईन) 

फासा फेकणे (Throwing a die- थ्रोइांग अ  डाय) 

सॅम्पि से्पस (sample space): रँडम एक्सपेररमेंटच्या सांिाव्य पररणामाांना मूििूत पररणाम म्हणतात आबण सवत 

मूििूत पररणामाांच्या सांचािा सॅम्पि से्पस म्हणतात.सॅम्पि से्पस सामान्यतः  S या अक्षराने दशतबविी जाते. 

उदाहरण: दोन बनष्पक्ष (fair- फेअर) नाणी फेकताना, सॅम्पि से्पस असते 

डाय टाकताना सॅम्पि से्पस =S= असते. 

1.1.1 इव्हेंट (Event): सॅम्पि से्पस S च्या कोणत्याही उपसमूहािा (subset- सबसेट) इव्हेंट म्हणतात. 

समजा, एक बनष्पक्ष (fair) सहा बाजू असिेिा फास टाकिा जातो. सांपूणत सांिाव्य बनकािाांचे एकूण सांकिन 

(Sample Space) म्हणजेच  

                       𝑆 = {1,2,3,4,5,6} 

समजा, E ही इव्हेंट "फासावर सम सांख्या येणे" अशी पररिाबित(defined) केिी आहे. 

                   ∴ 𝐸 = {2,4,6} 

म्हणजेच, E ही इव्हेंट नमुना जागेचा (Sample Space) उपसांच (Subset) आहे आबण हा फासा टाकण्याच्या 

बनकािाांपैकी एक आहे. 

ऑकरन्स ऑि इव्हेंट (Occurrence of an Event): 

इव्हेंट E घबटत झािी असे म्हणतात जेव्हा शनकाि ω (ओमेगा ) हा E च्या अंतगगत असेि 

𝜔 ∈ 𝐸 

म्हणजेच,. दुसऱ्या शब्ाांत, जर प्रयोगाचा बनकाि बनरीबक्षत केल्यानांतर तो बनकाि E मधे्य असिा, तर E इव्हेंट 

घडल्याचे मानिे जाते.        
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उदाहरण: एका बनष्पक्ष सहा बाजूच्या फासावर (डायवर ) 4 येण्याची इव्हेंट  (A) गृबहत धरा.जर फास टाकल्यावर 4 

आिा, तर इव्हेंट  A घडिी.52 पत्त्ाांच्या सांचामधून (Deck) एक पत्ता बनवडिा जातो.गृबहत धरा, इव्हेंट  B = "राजा 

(King) काढणे".जर बनवडिेिा पत्ता राजा असेि, तर इव्हेंट  B घडिी. 

नॉन ऑकरन्स ऑि इव्हेंट (Non-occurrence of an Event): 

जर प्रयोग करून बमळािेिा बनकाि बदिेल्या इव्हेंट सांच (E) मधे्य नसेि, तर ती इव्हेंट  घडिी नाही असे म्हणतात. 

उदाहरण: इव्हेंट A = "फास टाकल्यावर 4 येणे". जर फास टाकल्यावर 2, 3, 5 बकां वा 6 आिा, तर इव्हेंट A घडिी 

नाही.  

इव्हेंट B = "राजा (King) काढणे". 

जर काढिेिा पत्ता क्वीन (Queen), एस (Ace) बकां वा इतर कुठिाही राजा नसिेिा पत्ता असेि, तर इव्हेंट B घडिी 

नाही. 

कॉम्पशिमेन्ट ऑि इव्हेंट (Complement of an Event)(घटनेचा पूरक) 

समजा, A ही इव्हेंट आहे जी S या सांपूणत नमुना जागेचा एक उपसांच आहे. नमुना जागेतीि (S) असे सवत सांिाव्य 

बनकाि जे A मधे्य नाहीत, ते A च्या पूरक घटनेंत येतात.A ची पूरक इव्हेंट  𝐴` बकां वा 𝐴 ̅ ने दशतबविी जाते. 

1.1.2 संिाव्यतेची व्याख्या (Definition of Probability) 

एखाद्या घटनेची (A) सांिाव्यता ही त्या घटनेच्या घडण्याच्या एकूण शक्य मागाांची सांख्या, एकूण सांिाव्य बनकािाांच्या 

सांखे्यने िाग बदल्यावर बमळते. 

               𝑃(A) = (इव्हेंट   A घडण्याच्या शक्य मागाांची सांख्या)/(A घटनेच्या घडण्याचे एकूण मागत) 

आता आम्हािा माबहत आहे की कोणतीही इव्हेंट (Event) नमुना जागेचा (sample space) उपसांच आहे. त्यामुळे 

रँडम एक्सपेररमेंट  करताना बवबवध घटनाांच्या प्रकाराांमधिा फरक आपल्यािा माबहत पाबहजे हे आपल्यािा सोप्या 

आबण गुांतागुांतीच्या रँडम एक्सपेररमेंटसाठी सांिाव्यता (Probability) मोजणे सोपे होते.आम्हािा माबहत आहे की 

इव्हेंट (इव्हेंट्स)मुळात सांच असतात, जेणेकरून ते त्याांच्याकडे असिेल्या घटकाांवर (Elements) आधाररत त्याांचे 

वगीकरण (Classification) करता येते.. 

1.1.3 घटनांचे शवशवध प्रकार खािीि प्रमाणे आहे: 

i.एकघटकी इव्हेंट (Simple Event): घटनेमधे्य एकि बबांदू बकां वा नमुना जागेतून एकच पररणाम असतो; त्यािा 

एकघटकी इव्हेंट म्हणतात. 

उदाहरण: फास फेकल्यानांतर 2 पेक्षा कमी आकडा बह इव्हेंट , ज्यािा E= {1} म्हणून दशतबविे जाते, हे एका 

एकघटकी इव्हेंटचे उदाहरण आहे. 

ii. संयुक्त इव्हेंट(Compound Event- कंपाउंड इव्हेंट): सांयुक्त इव्हेंट  साध्या घटनेच्या अगदी उिट आहे 

म्हणजेच. कोणत्याही घटनेमधे्य नमुना जागेच्या एकापेक्षा जास्त नमुना बबांदू असतो अशा घटनेिा सांयुक्त इव्हेंट  

म्हणतात.  

समजा S= {44, 55, 65, 75, 85, 95} 

   𝐸1= {55, 65, 75} and 𝐸2= {44, 95}   

 ∴ 𝐸1 आबण 𝐸2 हे  कां पाउांड इव्हेंट आहे. 

iii.िुअर इव्हेंट (Sure Event) (शनशित इव्हेंट): बनबित इव्हेंट ही अशी इव्हेंट असते जी नेहमीच घडते बकां वा 

बजचे होणे बनिबयत असते. जर एखाद्या प्रयोगातीि सवत सांिाव्य बनष्कित (outcomes) एका घटनेत समाबवष्ट असतीि, 

तर ती इव्हेंट बनबित इव्हेंट मानिी जाते.जर S हे कोणत्याही प्रयोगाचे नमुना अवकाश (sample space) असेि, तर 

S ही स्वतः च बनबित इव्हेंट असते, कारण त्यामधे्य सवत सांिाव्य बनष्कित समाबवष्ट असतात. 

त्यानुसार, P(S) = 1, म्हणजेच बनबित घटनेची सांिाव्यता नेहमी 1 असते. 

उदाहरण:  

a) एक फासा (डाय) टाकताना, "7 पेक्षा कमी सांख्या येणे" हा शुअर इव्हेंट आहे. 

एका सहा बाजू असिेल्या साध्या पास्ावर 1, 2, 3, 4, 5, 6 या सांख्याच येऊ शकतात. 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        3 

7 हा अांकच नाही, त्यामुळे नेहमीच 1 ते 6 पैकी एक अांक येईि. 

हा शुअर इव्हेंट आहे (Sure Event) आहे आबण याची सांिाव्यता P(S) = 1 आहे. 

b) नाणे टाकल्यावर “छापा (head) बकां वा काटा (tail) बमळणे" ही बनबित इव्हेंट आहे. 

नाणे टाकल्यावर फक्त दोनच शक्यता असतात: छापा (Head) बकां वा काटा (Tail). 

इतर कोणताही बनष्कित (outcome) येऊ शकत नाही.त्यामुळे, “छापा (हेड) बकां वा काटा (टेि) बमळणे" ही बनबित 

इव्हेंट आहे आबण याची सांिाव्यता P(S) = 1 आहे. 

c) पृथ्वी सूयतिोवती बफरते हे बनबित सत्य आहे. 

iv.इम्पॉशसबि इव्हेंट (Impossible Event) (अिक्य इव्हेंट)  

अशक्य इव्हेंट ही ती इव्हेंट असते जी कधीच घडू शकत नाही. गबणतीयदृष्ट्या, अशक्य इव्हेंट ररक्त सांचाने 

(empty set − एम्पटी सेट −  ∅) दशतविी जाते, आबण बतची सांिाव्यता 𝑃(𝐴)  =  0 असते. 

उदाहरण: सहा बाजूच्या फास्ावर (डायवर) "7" सांख्या येणे ही अशक्य इव्हेंट आहे. 

      नमुना अवकाश (Sample Space) = 𝑆 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

      येिे 7 हा अांकच नाही, त्यामुळे " फास्ावर 7 येणे" ही अशक्य इव्हेंट आहे. 

      म्हणून, 𝐴 =  {∅}, आबण 𝑃(𝐴)  =  0. 

अशक्य घटनाांमधे्य कोणतेही सांिाव्य बनष्कित (outcomes) नसतात. म्हणून त्याांची सांिाव्यता P(A) = 0 असते. 

v.शडपेन्डन्ट इव्हेंट (Dependent Event) अविंशबत इव्हेंट: जर इव्हेंट A ची इव्हेंट, इव्हेंट  B ची सांिाव्यता 

बदिते, तर इव्हेंट  A आबण B अविांबून असतात. 

उदाहरण: समजा, एका बपशवीत 3 काळे आबण 4 िाि चेंडू आहेत. समजा 3 काळे आबण 4 िाि चेंडू असिेल्या 

बपशवीतून एक चेंडू काढिा गेिा आहे. समजा A ही अशी इव्हेंट आहे जो चेंडू काढिा गेिा आहे तो िाि चेंडू आहे. 

जेव्हा दुसऱ्याांदा चेंडू काढिा जातो तेव्हा B ही पुन्हा िाि चेंडू येण्याची इव्हेंट असते, दुसऱ्याांदा िाि चेंडू बमळण्याची 

सांिाव्यता बदिते कारण आता बपशवीत 3 काळे आबण 3 िाि चेंडू आहेत. अशा प्रकारे बदिीबशवाय बपशवीमधून 

एकामागून एक दोन िाि चेंडू येण्याची सांिाव्यता अविांबून असते.यामुळे ही इव्हेंट अविांबबत इव्हेंट  (बडपेन्डन्ट 

इव्हेंट) आहे. 

vi.इन शडपेन्डन्ट इव्हेंट (Independent Event) (स्वतंि इव्हेंट): जर एका घटनेच्या घडण्यामुळे दुसऱ्या घटनेची 

सांिाव्यता बदित नसेि, तर त्या घटनाांना स्वतांि इव्हेंट (Independent Events) म्हणतात. 

जर इव्हेंट A ची इव्हेंट B ची सांिाव्यता बदित नसेि, तर इव्हेंट A आबण B स्वतांि असतात. 

उदाहरण:  

a) नाणे टाकणे (Tossing a Coin- टॉबसांग अ कॉईन): 

जर आपण नाणे दोन वेळा टाकिे, तर पबहल्याांदा छापा (हेड) बकां वा काटा (टेि) येण्याचा दुसऱ्या वेळच्या बनकािावर 

काहीही पररणाम होत नाही. 

पबहल्या नाण्याच्या बनकािाने दुसऱ्या नाण्याच्या बनकािाची सांिाव्यता बदित नाही. 

त्यामुळे नाणे फेकणे ही एक स्वतांि इव्हेंट आहे..  

b) पत्त्ाांचा खेळ (Playing Cards) – बदिीसह काढणे (With Replacement): 

समजा, 52 पत्त्ाांच्या गठ्ठयातून एक पत्ता काढिा आबण तो परत ठेविा.आता दुसऱ्याांदा काढिेिा पत्ता पूवी 

काढिेल्या पत्त्ावर अविांबून नाही, कारण सांपूणत 52 पत्त्ाांचा सांच पुन्हा तसाच आहे. त्यामुळे ही स्वतांि इव्हेंट आहे. 

c) दोन वेगवेगळे फासे टाकणे (Rolling Two Dice- रोबिांग अ डाईस): 

जर एकाच वेळी दोन फासे टाकिे, तर पबहल्या फास्ावर काय आिे याचा दुसऱ्या फास्ावर काहीही पररणाम होत 

नाही.प्रते्यक फास्ाची सांिाव्यता स्वतांि असते. 
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vii. मुचु्यअिी एक्सकु्लशजव्ह ऑर शडस्जॉईन्ट इव्हेंट (Mutually Exclusive or Disjoint Events) (परस्पर 

अपवशजगत शकंवा शवसंवादी इव्हेंट) 

परस्पर अपवबजतत इव्हेंट (Mutually Exclusive Events) म्हणजे एकाच वेळी घडू न शकणाऱ्या इव्हेंट. दुसऱ्या 

शब्ाांत, जर A आबण B या दोन इव्हेंट  एकाच वेळी घडू शकत नसतीि, तर त्या परस्पर अपवबजतत (बडस्जॉईन्ट) 

असतात.जर A आबण B परस्पर अपवबजतत असतीि, तर त्याांचा सामाबयक िाग (intersection- इांटरसेक्शन) शून्य 

असेि तर 

𝑨 ∩ 𝑩 = ∅. 

याचाच  अित, A आबण B चा कोणताही सामान्य बनकाि (outcome- आउटकम) नसतो. अशा प्रकारे, इव्हेंट A आबण 

त्याचे पूरक A` हे परस्पर अपवबजतत इव्हेंट आहेत.     

  

 

Figure 1.1: मुचु्यअिी एक्सकु्लशजव्ह(Mutually Exclusive) 

नाणे फेकताना, जर बनकाि छापा (Head) असेि तर त्याच चाचणीत काटा (टेि). बमळण्याची शक्यता नसते. नाणे 

फेकिे असता छापा (हेड) बकां वा काटा (टेि) यापैकी फक्त एकच येऊ शकते, दोन्ही एकाच वे 2) एका सहा बाजूच्या 

फास्ावर 1, 2, 3, 4, 5, 6 हे बनकाि बमळू शकतात. 

समजा,  A =  सम सांख्या येणे =  {2, 4, 6} 

B =  बविम सांख्या येणे =  {1, 3, 5} 

येिे A आबण B मधे्य कोणताही समान बनकाि नाही, त्यामुळे त्या परस्पर अपवबजतत इव्हेंट आहेत.ळी येऊ शकत 

नाहीत. त्यामुळे छापा (हेड) आबण काटा (टेि). या परस्पर अपवबजतत इव्हेंट आहेत. 

viii. एक्सहौस्तस्टव्ह इव्हेंट (Exhaustive Events) (सवगसमावेिी इव्हेंट): 

कोणत्याही प्रयोगातीि सवत सांिाव्य बनष्किाांचा सांपूणत सांच (Total Possible Outcomes- टोटि पॉसीबि 

आउटकम) म्हणजे सवतसमावेशी इव्हेंट (Exhaustive Events). 

दुसऱ्या शब्ाांत, जर A आबण B या दोन घटनाांचा एकबित सांच (A ∪ B) सांपूणत नमुना अवकाश (Sample Space, S) 

असेि, तर त्या सवतसमावेशी इव्हेंट असतात.जर A आबण B या दोन सवतसमावेशी व्यापक असतीि, तर 

𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑺 

 

Figure 1.2: एक्सहौस्तस्टव्ह इव्हेंट (Exhaustive Events) 

याचाच अित, A आबण B बमळून सांपूणत सांिाव्यता व्यापतात, त्यामुळे कोणताही इतर बनष्कित उरत नाही. 
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उदाहरण: एखादे नाणे फेकिे असता नमूना अवकाश (Sample Space) =  𝑆 = {𝐻, 𝑇}  

समजा A = " छापा (H) येणे" आबण B = " काटा (T) येणे" या इव्हेंट  आहेत 

                        ∴ 𝐴 = {𝐻}  आबण   𝐵 = {𝑇} 

येिे, A ∪ B = {H, T} = S, त्यामुळे हे A आबण B सवतसमावेशी इव्हेंट आहेत. 

1.2 अिजेब्रा ऑि इव्हेंट (Algebra of Events) (घटनांचे बीजगशणत): 

1) घटनांचा संघ (Union of Events): इव्हेंट  A आबण B च्या सांघटनमधे्य A बकां वा B मधे्य बकां वा A आबण B 

दोन्हीमधे्य असिेल्या सवत पररणामाांचा समावेश असतो. ते A∪B ने दशतबविे जाते िक्षात घ्या की ∪ हे बचन्ह "बकां वा 

(OR)" असे वाचिे जाते. 

 

Figure. 1.3: घटनांचा संघ (Union of Events) 

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ A बकां वा x ∈ B बकां वा दोन्हीमधे्य} 

याचा अित, A ∪ B मधे्य असिेिे सवत बनष्कित हे A, B बकां वा दोन्हीमधे्य असतात. एका सहा बाजू असिेिा फास 

(डाय) फेकिा असता नमूना अवकाश (Sample Space),  

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

समजा (A) सम सांख्या येण्याची इव्हेंट आहे                             ∴ 𝐴 = {2,4,6} 

आबण (B) 2 पेक्षा मोठी सांख्या येण्याची इव्हेंट  आहे.                  ∴ 𝐵 = {3,4,5,6} 

∴ (A ∪ B) घटनाांचा सांघ  𝐴 ∪ 𝐵 = {2,4,6} ∪ {3,4,5,6} = {2,3,4,5,6} 

2) घटनांचा छेद (Intersection of Events): 

इव्हेंट A आबण B च्या छेदनबबांदूमधे्य A आबण B दोन्हीमधे्य असिेल्या सवत पररणामाांचा समावेश असतो. ते A∩B ने 

दशतबविे जाते. िक्षात ठेवा की ∩ हे बचन्ह "आबण" असे वाचिे जाते. 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 आबण 𝑥 ∈ 𝐵} 

 

Figure 1.4: घटनांचा छेद (Intersection of Events) 

उदाहरण:   एका घटनेची अट अशी आहे की सहा बाजूच्या फास्ाच्या पृष्ठिागावर सम आबण 2 पेक्षा मोठी सांख्या 

बमळवणे   A या घटनेची अट अशी आहे की पृष्ठिागावर “सम सांख्या बमळणे” 

              ∴A= {2, 4, 6} 

B या घटनेची अट अशी आहे की पृष्ठिागावर “2 पेक्षा मोठी सांख्या बमळणे” 
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                ∴B= {3, 4, 5,6} 

      ∴ 𝐴 ∩  𝐵 =  {4, 6} (कारण  4 आबण 6 हेच दोन्हीमधे्य आहेत) 

3) एशिमेंटर ी प्रॉपटीज ऑि प्रोबॅशबशिटी (Elementary Properties of Probability) संिाव्यतेचे मूििूत 

गुणधमग: 

अ-नकारात्मकता (Non-Negativity- नॉन शनगेशटस्तव्हटी) कोणत्याही घटनेची सांिाव्यता ही कधीही ऋण 

(Negative) नसते.  कोणत्याही इव्हेंट  A साठी  

𝑃(𝐴) ≥ 0, 

सामान्यीकरण गुणधमग (Normalization property- नॉमगिायझेिन प्रॉपटी):  

सांपूणत नमुना जागेची सांिाव्यता 1 असते. 

𝑃(𝑆) = 1 

उदाहरण नाणे फेकिे असता नमूना अवकाश: S = {H, T} 

𝑃(𝐻)  =  1/2, 𝑃(𝑇)  =  1/2 

∴ 𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐻) + 𝑃(𝑇) = 1/2 + 1/2 = 1 

कॉस्तिमेंट रुि (Complement Rule) (पूरक शनयम): A जर  एखादी इव्हेंट  असेि तर A  ची पूरक इव्हेंट  (A 

न घडण्याची इव्हेंट ) (𝐴 ) ̅ (A-complement)आहे. 

मोनोटोशनशसटी प्रॉपटी (Monotonicity Property) (एकसंधता गुणधमग): जर A हा B चा उपसांच असेि 

म्हणजेच 𝐴 ⊆ 𝐵 असेि तर इव्हेंट A ची सांिाव्यता B पेक्षा कमी बकां वा समान असेि. 

𝑷(𝑨) ≤ 𝑷(𝑩) 

जर A हा B च्या अांतगतत असेि, तर B मधे्य असणारे सवत सांिाव्य बनष्कित (Outcomes) A मधे्यही असतात.परां तु, B 

मधे्य A व्यबतररक्त काही अबतररक्त बनष्कितही असू शकतात, त्यामुळे B ची सांिाव्यता A च्या सांिाव्यतेपेक्षा जास्त 

बकां वा बकमान समान असते. 

उदाहरण: A या घटनेची अट अशी आहे की पृष्ठिागावर “सम (even – इव्हन) सांख्या बमळणे” 

              ∴A= {2, 4, 6}                             ∴ P(A) = 3/6 = 1/2 

         B या घटनेची अट अशी आहे की पृष्ठिागावर “2 पेक्षा मोठी सांख्या बमळणे” 

                ∴B= {3, 4, 5, 6}                       ∴ 𝑃(𝐵) =
4

6
=

2

3
 

        येिे, A ⊆ B असल्याने,                    𝑃(𝐴) =
1

2
≤ 𝑃(𝐵) =

2

3
 

िॉ ऑि टोटि प्रोबॅशबशिटी (Law of Total Probability) (एकूण संिाव्यतेचा शनयम): समजा नमुना 

अवकाि (Sample Space) 𝑺 = {𝐴1,𝐴2,𝐴3…………𝐴𝑛,}  आहे तर सॅम्पि से्पस S ची सांिाव्यता ही नमुना 

अवकाश बविाबजत करणाऱ्या परस्पर अपसांगत (Mutually Exclusive) घटनाांच्या सांिाव्यतेची बेरीज आहे. 

जर S = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪. . .∪ An 

तर, S ची सांिाव्यता म्हणजे प्रते्यक उपघटनेच्या सांिाव्यतेची बेरीज असते  

P(S) = P(A1,) + P(A2,) + P(A3,) + ⋯………… .+P(An,) 

सब ऍशडशटव्ह प्रॉपटी (Sub-Additive Property) (उप-वजाबाकी गुणधमग): 

कोणत्याही दोन इव्हेंट A आबण B साठी, त्याांची सांइव्हेंट  (Union) A ∪ B ची सांिाव्यता A आबण B च्या सांिाव्यतेच्या 

बेरीजपेक्षा कमी बकां वा समान असते 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) ≤ 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

1.3. दोन घटनांसाठी बेरीज प्रमेय  

ऍशडिन थेरम ऑि प्रोबॅशबशिटी (Addition Theorem of Probability) 

संिाव्यतेचा बेरीज शनयम: जर A आबण B या यादृस्टिक प्रयोगाशी सांबांबधत दोन इव्हेंट असतीि तर त्याांची एकबित 

(Union) सांिाव्यता P (A ∪ B) खािीिप्रमाणे बदिी जाते: 

  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
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𝑃(𝐴 𝑜𝑟𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 आबण 𝐵) 

हा गुणधमत दोनपेक्षा जास्त घटनाांपयांत वाढवता येतो. जर A, B आबण C या यादृस्टिक प्रयोगाशी सांबांबधत तीन इव्हेंट 

असतीि तर 

P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(B ∩ C) − P(A ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C) 

शविेि बाब:  

जर A आबण B परस्परबवरोधी (Mutually Exclusive) इव्हेंट असतीि, तर 𝐴 ∩  𝐵 =  ∅,असेि तर   𝑃(𝐴 ∩

𝐵) = 0 

म्हणून संिाव्यतेचा बेरीज शनयमानुसार, 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)  

                                                          P(A ∪ B) = P(A) + P(B) 

जर A, B आबण C तीनही इव्हेंट  परस्पर अपसांगत असतीि    

          P(A ∩ B) = P(B ∩ C) = P(A ∩ C) = P(A ∩ B ∩ C) = 0 

म्हणून, 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶). 

संिाव्यतेच्या गुणधमाांवरीि उदाहरणे: 

1. बनष्पक्ष (fair- फेअर) फासा (डाय) फेकिा असता. 6 पेक्षा जास्त सांख्या पृष्ठिागावर येण्याची सांिाव्यता बकती 

आहे? 

उत्तर: एका बनष्पक्ष (fair) सहा बाजूच्या फास्ावर सॅम्पि से्पस (sample space) 

                     𝑆 = {1,2,3,4,5,6}                            ∴𝑛(𝑆) = 6 

A या घटनेची अट अशी आहे की पृष्ठिागावर “६ पेक्षा जास्त सांख्या बमळणे” 

फास्ावर फक्त 1 ते 6 या अांकाांपैकी एकच येऊ शकतो, त्यामुळे 6 पेक्षा मोठा अांक येण्याची शक्यता शून्य आहे. 

∴ 𝐴 = { } म्हणजेच, 𝐴 = ∅ 

∴ 𝑛(𝐴) = 0 

∴  P(A) =
अपेबक्षत पररणामाांची सांख्या

एकूण पररणामाांची सांख्या 
 

                                     ∴ 𝑃(𝐴) =
0

6
= 0 

2. तीन बनष्पक्ष नाणे (fair coins) फेकिे कमीत कमी दोन छापा बदसण्याची शक्यता शोधा. 

उत्तर: तीन नाणे टाकल्यावर, एकूण 23 = 8 सांिाव्य पररणाम असतात 

   समजा H =  छापा (हेड )आबण T =  काटा(टेि) असेआहे 

∴ 𝑆 = {𝐻𝐻𝐻,𝐻𝐻𝑇,𝐻𝑇𝐻,𝐻𝑇𝑇, 𝑇𝐻𝐻, 𝑇𝐻𝑇, 𝑇𝑇𝐻, 𝑇𝑇𝑇} 

                             ∴ n(S) = 8 

     A या घटनेची अट अशी आहे की “कमीत कमी दोन छापा " 

                           ∴ 𝐴 = {𝐻𝐻𝐻,𝐻𝐻𝑇,𝐻𝑇𝐻, 𝑇𝐻𝐻} 

                          ∴ n(A) = 4 

∴  P(A) =
अपेबक्षत पररणामाांची सांख्या

एकूण पररणामाांची सांख्या 
 

                                                         =
4

8
 

                                             ∴ P(A)  =
1

2
 

3. A आबण B या प्रयोगातीि परस्पर अपसांगत (Mutually Exclusive) इव्हेंट आहेत. जर 

   P(A नाही)= 0.65, P(A∪B)=0.65 आबण P(B)=p असेि तर p चे मूल्य शोधा. 

उत्तर:  

   P(नाही A) = 0.65, म्हणजेच  P(A′)=0.65 

   आबण सांपूणत नमुना जागेची (sample space) सांिाव्यता 1 असते, त्यामुळे: 
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𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐴′) = 1  

𝑃(𝐴) + 0.65 = 1 

𝑃(𝐴) = 1 − 0.65 = 0.35 

∴ परस्पर अपसांगत (Mutually Exclusive) घटनाांसाठी बेरीज प्रमेयानुसार, 

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) 

                                                           ∴ 0.65 = 0.35 + p 

                                                           ∴ p = 0.65 − 0.35 

∴ p = 0.30 

4. A आबण B यापैकी बकमान एक इव्हेंट  घडण्याची शक्यता 0.6 आहे. जर A आबण B दोन्ही एकि     

   घडण्याची शक्यता 0.2 असेि, तर P(A′)+P(B′) चा शोध घ्या. 

 उत्तर: बदिेिे     P (A∪ 𝐵) =0.6   ,  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.2 

सांिाव्यतेचा बेरीज बनयमानुसार 

P (A∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

∴ 0.6 = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 0.2 

∴ 0.6 = 1 − 𝑃(�̅�) + 1 − 𝑃(�̅�) − 0.2 

∴ 0.6 = 2 − 0.2 − [𝑃(�̅�) + 𝑃(�̅�)] 

∴ [𝑃(�̅�) + 𝑃(�̅�)] = 1.8 − 0.6 

∴ [𝑃(�̅�) + 𝑃(�̅�)] = 1.2 

 

5. A, B, C या तीन परस्पर अनन्य आबण सांपूणत इव्हेंट आहेत ज्या एका यादृस्टिक प्रयोगाशी सांबांबधत आहेत.   जर  

𝑃(𝐵) =
3

2
 𝑃(𝐴) and 𝑃(𝐶) =

1

2
𝑃(𝐵) असेि, तर P(𝐴)  शोधा . 

उत्तर : बदिेिे  

𝑃(𝐵) =
3

2
 𝑃(𝐴) 

𝑃(𝐶) =
1

2
𝑃(𝐵) 

=
1

2
×
3

2
 𝑃(𝐴) 

=
3

4
𝑃(𝐴) 

A, B आबण C या तीन परस्पर अपसांगत (mutually exclusive) आबण सवतसमावेशक (exhaustive) इव्हेंट आहेत. 

म्हणून,    

We have  A ∪ B ∪ C = S 

∴ P(A ∪ B ∪ C) = P(S) = 1 

P((A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C) 

∴ 1 = P(A) +
3

2
𝑃(𝐴) +

3

4
𝑃(𝐴) 

∴ 1 = P(A) [1 +
3

2
+
3

4
] 

∴ 1 = P(A) [
4 + 6 + 3

4
] 

∴ 1 = P(A) [
13

4
] 

∴ P(A) =
4

13
 

6. िीप (Leap) नसिेल्या विातत िेपन्न रबववार असण्याची शक्यता बकती आहे? 
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उत्तर : बिप नसिेिे वित 365 बदवसाांचे असते,  

           365 बदवस = 52 पूणत आठवडे + 1 अबतररक्त बदवस. 

          ∴  52 पूणत आठवड्ाांमधे्य नक्कीच 52 रबववार असतीि. पण उरिेिा 1 अबतररक्त बदवस कोणताही   

          असू  शकतो: 

          रबववार, सोमवार, मांगळवार, बुधवार, गुरुवार, शुिवार, शबनवार. 

          53 रबववार यायिा, अबतररक्त बदवस रबववार असायिा हवा. 

         एकूण 7 शक्यता आहेत, पण त्यातीि फक्त 1 शक्यता अशी आहे बजिे हा अबतररक्त बदवस रबववार    

         असेि. 

∴ P(53 रबववार) =
अपेबक्षत पररणामाांची सांख्या

एकूण पररणामाांची सांख्या 
=
1

7
 

7. एका िाांड्ात (urn) 6 पाांढरे, 4 िाि आबण 9 काळे  चेंडू आहेत. यादृस्टिकररत्या काही चेंडू काढिे तर खािीि 

घटनाांची सांिाव्यता शोधा: 

a) काढिेल्या दोन चेंडूां पैकी दोन्ही पाांढरे असतीि. 

b) एकही िाि चेंडू नसेि. 

c) प्रते्यक रांगाचा एक चेंडू असेि (एक पाांढरा, एक िाि, एक काळा). 

d) बकमान एक चेंडू पाांढरा असेि. 

उत्तर: एका किशामधे्य 6 पाांढरे+ 4 िाि +9 काळे= 19 चेंडू आहेत. 

          यापैकी 3 चेंडू यादृस्टिकररत्या बनवडिे जातात. 

           𝑛(𝑆) = 19𝐶3 = 969    

a)  समजा A या घटनेची अट अशी आहे की “दोन चेंडू पाांढरे असतीि” 

      म्हणजेच 2 चेंडू पाांढरे + 1 चेंडू कोणत्याही रांगाचा (19-6 पाांढरे= बाकीचे 13 चेंडू) असावा.,  

       𝑛(𝐴) = 19𝐶2 × 13𝐶1 =       

∴ 𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=
6𝐶2 × 13𝐶1
19𝐶3

=
15 × 13

19 × 3 × 17
=
195

1938
 

 b) समजा” B  या घटनेची अट अशी आहे की “एकही िाि चेंडू नसेि” 

       म्हणजेच काढिेिे 3 चेंडू पाांढऱ्या आबण काळ्या चेंडूांमधून असिे पाबहजेत 

            6 पाांढरे+9 काळे= एकूण 15 चेंडू 

            ∴ 𝑛(𝐵) = 15𝐶3=455 

         (𝐵) =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
=
15𝐶3
19𝐶3

=
455

969
 

  c) समजा” C या घटनेची अट अशी आहे की “प्रते्यक रांगाचा एक चेंडू असेि (एक पाांढरा, एक िाि, एक काळा)”. 

∴ 𝑛(𝐶) = 6𝐶1 × 4𝐶1 × 9𝐶1 

 𝑃(𝐶) =
𝑛(𝐶)

𝑛(𝑆)
=
6𝐶1 × 4𝐶1 × 9𝐶1

19𝐶3
=

6 × 4 × 9

19 × 3 × 17
=
72

323
 

  d) समजा” B  या घटनेची अट अशी आहे की “बकमान एक चेंडू पाांढरा असणे” 

     P(D)=1−P(तीन चेंडूां पैकी एकही पाांढरा नाही)  

         = 1 −
15𝐶3
19𝐶3

 

         = 1 −
286

969
 

         = 1-0.295  

         = 0.705 
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8. बवद्यार्थ्ातची एच.एस.सी. परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता 2/3 आहे आबण तो एच.एस.सी. आबण आय.आय.टी. 

प्रवेश परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता 14/15 आहे. तो बकमान एक परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता 4/5 आहे. तो 

आय.आय.टी. प्रवेश परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता बकती आहे? 

उत्तर: 

  समजा A या घटनेची अट अशी आहे की” बवद्यािी एच.एस.सी. परीक्षा उत्तीणत होईि. 

∴ 𝑃(𝐴) =
2

3
 

  समजा B या घटनेची अट अशी आहे की” बवद्यािी आय.आय.टी.. परीक्षा उत्तीणत होईि. 

  𝑃(𝐵) म्हणजे I.I.T. प्रवेश परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता 

  आता, P(तो बकमान एक परीक्षा उत्तीणत होतो) 

= P(A बकां वा B बकां वा दोन्ही) 

= 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =
4

5
 

एच.एस.सी. आबण आय.आय.टी. प्रवेश परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता  
14

45
 आहे. 

P (दोन्ही परीक्षा उत्तीणत होण्याची शक्यता) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
14

45
  

 P((तो कमीत कमी एक परीक्षा उत्तीणत होतो)) 

        = P (𝐴 𝑜𝑟 𝐵 𝑜𝑟 𝑏𝑜𝑡ℎ)  

= 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =
4

5
 

आता, सांिाव्यतेचा बेरीज बनयमानुसार 

   𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

               
4

5
= 

2

3
+ 𝑃(𝐵) − 

14

45
 

∴ 𝑃(𝐵) =
4

5
−
2

3
+
14

45
=
20

45
 

                        

                       ∴ 𝑃(𝐵) =
4

9
 

 9. खोिीत 3 इिेस्टरि क बल्ब आहेत. 15 इिेस्टरि क बल्बच्या सांग्रहातून ज्यापैकी केवळ 10 चाांगिे आहेत, त्यातून 3 

बल्ब यादृस्टिकपणे बनवडिे जातात आबण िाविे जातात. खोिी बकमान एका बल्बने प्रकाबशत होण्याची शक्यता 

शोधा. 

  उत्तर :  

   एकूण 15 इिेस्टरि क बल्बच्या सांग्रहातून 3 बल्ब बनवडण्याच्या इव्हेंट ाााां ची सांख्या: 

                    n(S)= 15𝐶3 

   10 बल्ब चाांगिे आहेत म्हणजेच 5 बल्ब खराब आहेत. 

    समजा A या घटनेची अट अशी आहे की” सवत 3 बल्ब खराब आहेत” 

           ∴ 𝑛(𝐴) = 5𝐶3 

      ∴ 𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=

5𝐶3
15𝐶3

=
2

91
 

    आता, A` बह अशी इव्हेंट आहे बक ‘बकमान ३ बल्बपैकी एक चाांगिा आहे,         

     P(A`) = 1 − P(A) = 1 −
2

91
=
89

91
 

10.  सहा बाजू असिेिे दोन बनरपेक्ष फासे (six-face unbiased dice )टाकिे. दाखविेल्या सांख्याांची बेरीज 7 

बकां वा गुणाकार 12 असण्याची शक्यता शोधा. 
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उत्तर: दोन बनरपेक्ष फासे टाकिे  असता नमुना जागा 

                            𝑆 =  

{
  
 

  
 
(1,1), (1,2), (1,3), (1,4)(1,5), (1,6)

(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6)
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4)(5,5), (5,6)

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4)(6,5), (6,6) }
  
 

  
 

 

                            ∴ 𝑛(𝑆) = 36 

समजा इव्हेंट  A= 'दाखविेल्या सांख्याांची बेरीज 7 आहे 

= {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} 

∴ 𝑛(𝐴) =  6 

∴ 𝑃(𝐴) =  
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=
6

36
=
1

6
 

समजा इव्हेंट  B= 'सांखे्यचा गुणाकार 12 आहे' 

= {(2,6), (3,4), (4,3), (6,2)} 

∴ 𝑛(𝐵) = 4 

𝑃(𝐵) =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
=
4

36
=
1

9
 

आता इव्हेंट  A∩B= ' सांख्याांची बेरीज 7 आहे आबण गुणाकार 12 आहे’ 

= {(3,4), (4,3)} 

∴ 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) = 2 

∴ 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
𝑛(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑛(𝑆)
=
2

36
=
1

18
 

     आबण इव्हेंट  E=A∪B= ' सांख्याांची बेरीज 7 आहे बकां वा गुणाकार 12 आहे’ 

      

∴ 𝑃(𝐸) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

                                 =
1

6
+
1

9
−

1

18
 

                                =
3+2−1

18
 

                                =
2

9
 

 

11. एका किशात 10 िाि,5 पाांढरे आबण 5 काळे चेंडू असतात. दोन चेंडू यादृस्टिकपणे काढिे जातात. ते 

वेगवेगळ्या रांगाांचे असण्याची शक्यता शोधा. 

उत्तर : एका किशामधे्य 10िाि+5 पाांढरे+  +5 काळे= 20  चेंडू आहेत 

           20 चेंडूां पैकी 2 चेंडू बनवडण्याचे एकूण मागत = 20𝐶2 = 190  

           समजा R या घटनेची अट अशी आहे की ” दोन्ही चेंडू िाि आहेत” 

           समजा W या घटनेची अट अशी आहे की ” दोन्ही चेंडू पाांढरे आहेत” 

           समजा B या घटनेची अट अशी आहे की ” दोन्ही चेंडू काळे आहेत” 

                 n(R) = 10C2          ∴ P(R) =
n(R)

n(S)
=

10C2

20C2
=

45

190
 

                 n(W) = 5C2           ∴ P(R) =
n(W)

n(S)
=

5C2

20C2
=

10

190
 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        12 

                 n(B) = 5C2            ∴ P(R) =
n(B)

n(S)
=

5C2

20C2
=

10

190
 

समजा E या घटनेची अट अशी आहे की” दोन्ही काढिेिे चेंडू एकाच रांगाचे आहेत" 

    R, W आबण हे B परस्पर अपसांगत (mutually exclusive) आहेत.      

     ∴ 𝑃(𝐸) = (𝑅 ∪𝑊 ∪ 𝐵) = (𝑅) + 𝑃(𝑊) + 𝑃(𝐵) 

                            =
45

190
+

10

190
+

10

190
 

                            =
65

190
=

13

38
 

   आबण 𝐸′  या घटनेची अट अशी आहे की” दोन्ही काढिेिे चेंडू एकाच रांगाचे नाहीत" 

              𝑃(𝐸′) = 1 − 𝑃(𝐸) 

                        = 1 −
13

38
 

                        =
25

38
 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. 52 पत्त्ाांच्या चाांगल्या शफल्ड गठ्ठयातून  दोन पते्त  काढिे गेिे आहेत. तर  खािीि अटी ांची सांिाव्यता       

    (Probability)  काढा a)दोघेही राजे आहेत  b) एक राजा आबण इतर राणी आहे. 

2. जर.(𝐴) = 0.6, 𝑃(𝐵) = 0.5 𝑎𝑛𝑑 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0.2   तर खािीि 

           a) 𝑃(𝐴`)  𝑏) 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵`)    𝑐) 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴`) सांिाव्यता (Probability) काढा. 

3.एका बपशवीत एकूण 100 माबतल्स आहेत. 60 बनळे 30 बहरवे, आबण 10 बपवळे, आहेत. एका मुिािा फक्त  बनळे 

बकां वा बहरवे माबतल्स बनवडायचे आहेत. म्हणून, मुिािा मान्य असिेिे माबतल्स बनवडण्याची सांिाव्यता 

(Probability)बकती आहे? 

1.3.1 वे्हन आकृती (Venn diagram):  

 वे्हन आकृती (Venn diagram) ही सांिाव्यता (Probability) मधे्य बवबवध घटनाांमधीि (Events) सांबांधाांचे 

दृश्यरूपात (Visual Representation) प्रदशतन करण्यासाठी वापरिी जाणारी एक  प्रिावी साधन आहे. यामधे्य, 

प्रते्यक इव्हेंट  एका वतुतळाद्वारे (Circle) दशतबविी जाते, आबण वतुतळे  एकमेकाांवर आिाबदत (Overlapping) 

होऊन त्याांच्या सांयोग (Union) आबण छेद (Intersection) के्षिाांचे प्रबतबनबधत्व करतात. वे्हन आकृती ांच्या मदतीने, 

आपण बवबवध घटनाांच्या सांिाव्यता सहजपणे काढू शकतो. 

       समजा A आबण B या दोन इव्हेंट  वे्हन आकृती (Venn diagram) मधे्य असतीि तर जर दोन इव्हेंट  A आबण 

B परस्पर अपसांगत (Mutually exclusive) असतीि, म्हणजेच त्याांचा छेद (Intersection) ररक्त असेि (A ∩ B = 

∅), तर वे्हन आकृतीमधे्य त्याांच्या वतुतळे एकमेकाांवर आिाबदत(overlap) होत नाहीत. याचा अित, A आबण B 

एकबितपणे कधीही घडू शकत नाहीत. 

जर A आबण B या इव्हेंट परस्पर अपूणत नसतीि, म्हणजेच त्याांचा काही समान िाग असेि (A ∩ B ≠ ∅), तर वे्हन 

आकृतीमधे्य त्याांच्या वतुतळे एकमेकाांवर आिाबदत होतात. आिादन के्षि (Overlapping Region) A आबण B च्या 

छेदाचे (A ∩ B) प्रबतबनबधत्व करते, म्हणजेच दोन्ही इव्हेंट एकबितपणे घडण्याची शक्यता. वे्हन आकृतीमधे्य, नमुना 

जागेच्या (Sample Space) आत पण दोन्ही वतुतळाांच्या बाहेरीि के्षि A आबण B च्या   सांयोगाच्या पूरकाचे 

(Complement of A ∪ B) प्रबतबनबधत्व करते. याचा अित, ना A ना B घडण्याची शक्यता वे्हन आकृती ांच्या मदतीने, 

आपण बवबवध घटनाांमधीि सांबांध आबण त्याांच्या सांिाव्यता अबधक स्पष्टपणे समजू शकतो.वे्हन आकृती (Venn 

Diagram) मधे्य, प्रते्यक बविागिेल्या के्षिात आपण खािीिपैकी कोणतीही माबहती समाबवष्ट करू शकतो: 

घटनेचे पररणाम (Outcomes of the event) 

घटनेतीि पररणामाांची सांख्या (Number of outcomes in the event) 

घटनेची सांिाव्यता (Probability of the event) 
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a.सवगसमावेिक संच (Universal Set) U आयत (Rectangle) म्हणून दशतबविा जातो, आबण सांच A त्याच्या 

आत एक वतुतळ (Circle) म्हणून प्रदबशतत केिा जातो. हे वतुतळ सांच A मधीि सवत घटकाांचे प्रबतबनबधत्व करते. 

आयताच्या बाहेरीि के्षि U च्या बाहेरीि घटकाांचे प्रबतबनबधत्व करते. 

 

Figure 1.5: सवगसमावेिक संच (Universal Set) 

b. पूरक संच (Compliment of set)      

A` हा सांच A चा पूरक (Complement) आहे .त्यामधे्य A मधे्य नसिेिे सवत घटक आहेत  

 

Figure 1.6: पूरक (Complement) 

c. छेदनशबंदू (Intersection of sets) 

समजा A आबण B हे कोणतेही दोन सांच असतीि तर त्याांचा छेदनबबांदू (Intersection) जो A∩B आहे तो 

खािीिप्रमाणे दशतबविा जातो. त्यामधे्य A आबण B मधीि सवत सामान्य घटक असतात. 

 

Figure 1.7: छेदनशबंदू (Intersection) 

A∪B हा सांच A आबण B च्या एकबित घटकाांचे प्रबतबनबधत्व करतो. तो खािीिप्रमाणे दशतबविा जातो 
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Figure 1.8 

d. संचांच्या संयोगाच्या पूरक (Complement of Union of sets) 

(𝑨 ∪ 𝑩)` हे घटक A मधे्य बकां वा B मधे्य नसिेिे घटक दशतबवतात. 

 
Figure 1.9: संचांच्या संयोगाच्या  पूरक (Complement of Union of sets) 

e. संचांच्या छेदनशबंदूचे पूरक 

(𝐴 ∩ 𝐵)`सांच A आबण B मधे्य सामान्य नसिेल्या सावतबिक घटकाांचे घटक दशतबवते. 

 
Figure 1.10: संचांच्या छेदनशबंदूचे पूरक 

f. दोन संचांमधीि िरक (A-B) 

A-B सांच A चे घटक दशतबवतो जे सांच B मधे्य नाहीत. खािीि वे्हन आकृतीमधे्य आकृती: 1.11 छायाांबकत प्रदेश A-B 

आहे. 

 
Figure 1.11 

g. दोन संचातीि समशमतीय िरक (Symmetric difference between two sets) 

सांच A ⊝ B (A symmetric difference B) म्हणजेच समबमतीय फरक.  हा सांच A बकां वा B यामधे्य असिेल्या पण 

दोन्हीमधे्य नसिेल्या घटकाांचे प्रबतबनबधत्व करतो. वे्हन आकृतीत A ⊝ B हा सांच A आबण B च्या वतुतळाांमधे्य 

असिेल्या पण त्याांच्या छेदात (A ∩ B) नसिेल्या िागाने दशतबविा जातो. 
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Figure 1.12: दोन संचातीि समशमतीय िरक (Symmetric difference between two sets ) 

वे्हन आकृतीवरीि उदाहरणे 

एका वगातत एकूण 100 बवद्यािी आहेत. त्यापैकी 70 बवद्यार्थ्ाांना गबणत आवडते, 60 बवद्यार्थ्ाांना िौबतकशास्त्र 

आवडते. 40 बवद्यार्थ्ाांना दोन्ही आवडतात (गबणत आबण िौबतकशास्त्र दोन्ही). वे्हन आकृती वापरून "फक्त गबणत 

आवडणाऱ्या बवद्यार्थ्ाांची शक्यता (probability) शोधा. 

 
Figure 1.13 

वे्हन आकृती आकृती 1.13 वरून आपल्यािा असे बदसून येते की 30 बवद्यार्थ्ाांना गबणत आवडते पण िौबतकशास्त्र 

आवडत नाही यादृस्टिक बनवडिेल्या बवद्यार्थ्ातिा गबणत आवडते पण िौबतकशास्त्र आवडत नाही                

 सांिाव्यता सूिानुसार, P(A) =
अपेबक्षत पररणामाांची सांख्या

एकूण पररणामाांची सांख्या 
 

                                                      =
30

100
 

                                                      = 0.3 

उदाहरण: अण्णा 1 ते 10 मधीि सांखे्यचा बवचार करतात. खािीि प्रश्ाांची उत्तरे देण्यासाठी वे्हन आकृती काढा. 

1.सांख्या दोनच्या पटीत असण्याची सांिाव्यता बकती आहे? 

2.सांख्या तीनच्या पटीत असण्याची सांिाव्यता बकती आहे? 

      3. सांख्या दोन बकां वा तीनच्या पटीत असण्याची सांिाव्यता बकती आहे? 

                  4.सांख्या दोन आबण तीनच्या पटीत असण्याची सांिाव्यता बकती आहे? 

                  5. सांख्या दोन बकां वा तीनच्या पटीत नसण्याची सांिाव्यता बकती 

 
Figure 1.14 
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वे्हन आकृती आकृती: 1.14 दाखवते की 1 ते 10 पयांतच्या सवत सांख्या असिेल्या सॅम्पि से्पस आहे.   

∴ 𝑈 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 

समजा A या घटनेची अट अशी आहे की,” सगळे अांक २ च्या पटीत आहेत” 

∴ 𝐴 = {2,4,6,8,10} 

 समजा B या घटनेची अट अशी आहे की,” सगळे अांक 3 च्या पटीत आहेत” 

∴ 𝐵 =  {3,  6,  9}. 

2 आबण 3 दोन्हीच्या पटीत येणाऱ्या सांख्या = 𝐴 ∩ 𝐵 = {6}  

बकां वा 3 याांच्या पटीत येणाऱ्या एकूण सांख्या= {2,3,4,6,8,9,10} 

1. बनवडिेिी सांख्या २ च्या पटीत असण्याची सांिाव्यता 

𝑃(𝐴) =
𝐴 मधीि एकूण सांख्या

𝑈 मधीि एकूण पररणामाांची सांख्या 
=
5

10
=
1

2
= 0.5 

2. बनवडिेिी सांख्या ३ च्या पटीत असण्याची शक्यता 

𝑃(𝐵) =
𝐵 मधीि एकूण सांख्या

𝑈 मधीि एकूण पररणामाांची सांख्या 
=
3

10
= 0.3 

3.बनवडिेिी सांख्या 2 बकां वा 3 च्या पटीत असण्याची शक्यता         

                 ∴ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

=
1

2
+

3

10
−

1

10
 

=
7

10
 

 4.बनवडिेिी सांख्या 2 आबण 3 दोन्हीच्या पटीत असण्याची शक्यता  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
1

10
 

   5. बनवडिेिी सांख्या 2 बकां वा 3 च्या पटीत नसण्याची शक्यता 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)′ = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)′ = 1 − 
7

10
=
3

10
 

उदाहरण: एका महाबवद्याियीन वसबतगृहात 75 बवद्यािी आहेत, त्यापैकी 15 बवद्यार्थ्ाांना चहा प्यायिा आवडतो, 40 

बवद्यार्थ्ाांना कॉफी प्यायिा आवडते आबण 20 बवद्यार्थ्ाांना चहा बकां वा कॉफी दोन्ही आवडत नाही. या वसबतगृहातीि 

दोन बवद्यािी एका कॅन्टीनमधे्य येतात. दोघेही एकच पेय ऑडतर करतीि याची शक्यता शोधा. 

उत्तर 

 
Figure 1.15 

समजा T हा फक्त चहा बपण्यास आवडत असिेल्या बवद्यार्थ्ाांचा सांच आहेआबण  C हा फक्त कॉफी बपण्यास 

आवडत असिेल्या बवद्यार्थ्ाांचा सांच आहे म्हणूनच, असा कोणताही बवद्यािी नाही ज्यािा दोन्ही पेय आवडतात. 

 समजा A  या घटनेची अट अशी आहे की ,” दोन्ही बवद्यािी  चहा ऑडतर करतीि”. 

 समजा B  या घटनेची अट अशी आहे की ,” दोन्ही बवद्यािी  कॉफी ऑडतर करतीि” 

         𝐴 ∪ 𝐵 =दोन्ही बवद्यािी एकच पेय ऑडतर करतीि 

A आबण हे B परस्पर अपसांगत (mutually exclusive) आहेत.      

       ∴ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵)…………………….(1) 

        बनकािाांची एकूण सांख्या= 75𝐶2 
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A मधीि एकूण बनकािाांची (Outcomes) सांख्या= 15𝐶2 

B मधीि एकूण बनकािाांची (Outcomes) सांख्या= 40𝐶2 

      𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=

15𝐶2

75𝐶2
=

105

2775
 

      𝑃(𝐵) =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
=

40𝐶2

75𝐶2
=

780

2775
 

      ∴समीकरण (1) वरून   

     ∴ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =
105

2775
+

780

2775
=

885

2775
=

59

185
 

उदाहरण: एका बवद्यापीठात प्रवेश घेणाऱ्या 100 बवद्यार्थ्ाांच्या नमुन्यात, एका प्रश्ाविीतून असे बदसून आिे की 

त्यापैकी 45 जणाांनी इांग्रजीचा सरावासाठी उदाहरणे केिा, 40 जणाांनी फ्रें चचा सरावासाठी उदाहरणे केिा, 35 

जणाांनी जमतनचा सरावासाठी उदाहरणे केिा, 20 जणाांनी इांग्रजी आबण फ्रें चचा सरावासाठी उदाहरणे केिा, 23 

जणाांनी इांग्रजी आबण जमतनचा सरावासाठी उदाहरणे केिा, 19 जणाांनी फ्रें च आबण जमतनचा सरावासाठी उदाहरणे 

केिा आबण 12 जणाांनी बतन्ही िािाांचा सरावासाठी उदाहरणे केिा.वे्हन आकृती वापरून,  यादृस्टिकपणे 

बनवडिेल्या व्यक्तीने तीनपैकी फक्त एकाच िािेचा सरावासाठी उदाहरणे केिा असेि याची शक्यता शोधा. 

 
Figure 1.16 

आता आपण येिे मध्यिा पासून  सुरुवात करू  बजिे बतन्ही वतुतळे एकमेकाांवर आदळतात(overlap). म्हणजे तीन 

घटनाांचा छेदनबबांदू (intersection). हा प्रदेश अशा बवद्यार्थ्ाांचे प्रबतबनबधत्व करतो ज्याांनी बतन्ही िािा बशकल्या 

आहेत. असे 12 बवद्यािी आहेत. 

 
Figure 1.17 

तसेच आपल्यािा माबहती आहे की 20 बवद्यार्थ्ाांनी इांग्रजी आबण फ्रें च दोन्ही िािा बशकल्या. परां तु 12 बवद्यार्थ्ाांनी 

बतन्ही िािा बशकल्या म्हणजेच त्याांनी जमतन िािा देखीि बशकिी.  

यावरून आपण असा बनष्कित काढतो की इांग्रजी आबण फ्रें च दोन्ही िािा बशकणाऱ्या पण जमतन न बशकणाऱ्या 

बवद्यार्थ्ाांची सांख्या= 20 − 12 =  8 आहे 

इांग्रजी आबण जमतन बशकणाऱ्या आबण फ्रें च न  बशकणाऱ्या बवद्यार्थ्ाांची सांख्या=  23 − 12 = 11आहेत. 

फ्रें च आबण जमतन बशकणाऱ्या आबण इांग्रजी न बशकणाऱ्या बवद्यार्थ्ाांची सांख्या  = 19 − 12 = 7 आहेत. 
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Figure 1.18 

आपल्यािा माबहत आहे की 45 बवद्यार्थ्ाांनी इांग्रजी िािा बशकिी  

परां तु वरीि वे्हन आकृतीवरुन  बदसून येते की 8+12+11=31 बवद्यार्थ्ाांनी जमतन बकां वा फ्रें च िािा देखीि बशकिी. 

म्हणून ज्या बवद्यार्थ्ाांनी फक्त इांग्रजी िािा बशकिी परां तु फ्रें च बकां वा जमतन िािा बशकिी नाही त्या 

बवद्यार्थ्ाांची सांख्या  45—31 = 14  आहे.तसेच, ज्या बवद्यार्थ्ाांनी फक्त फ्रें च िािा बशकिी परां तु इांग्रजी बकां वा जमतन 

िािा बशकिी नाही त्या 

बवद्यार्थ्ाांची सांख्या  = 40 − (8 + 12 + 7) = 13 आहे. 

ज्याांनी फक्त जमतन िािा बशकिी परां तु इांग्रजी बकां वा फ्रें च िािा बशकिी नाही त्या बवद्यार्थ्ाांची सांख्या =35 −

(7 + 12 + 11) = 5 

∴ आपिी वेन आकृती खािीिप्रमाणे होईि  

 
Figure 1.19 

म्हणून वे्हन आकृतीमधे्य फक्त एकाच िािेचा सरावासाठी उदाहरणे करणाऱ्या बवद्यार्थ्ाांना बहरव्या रांगाने छायाांबकत 

केिे आहे. 

 
Figure 1.20 

फक्त एकच िािा बशकिेल्या बवद्यार्थ्ाांची सांख्या 13+14+5=32 आहे. 
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∴फक्त एकच िािा बशकिेल्या बवद्यार्थ्ाांची सांिाव्यता =
फक्त एकच िािा बशकिेल्या बवद्यार्थ्ाांची सांख्या

एकूण बवद्यार्थ्ाांची सांख्या
 

                                                           =
32

100
 

                                                                         = 0.32 

1.4 कंशडिनि प्रोबॅशबशिटी, मस्तिस्तिकेिन थेरम आशण इन्डशडपेन्डन्ट इव्हेंट  

(Conditional probability, Multiplication theorem and Independent events): 

1.4.1 कंशडिनि प्रोबॅशबशिटी: कंशडिनि प्रोबॅशबशिटी म्हणजे इव्हेंट  B आधीच घडिी आहे हे गृबहत धरून 

इव्हेंट  A घडण्याची सांिाव्यता.ही सांिाव्यता 𝑃(𝐴 𝐵⁄ )या स्वरूपात दशतबविी जाते, आबण इव्हेंट  B घडिी असताना 

इव्हेंट  A घडण्याची सांिाव्यता" असे वाचिे जाते. 

 

P(A B⁄ ) =
P(A ∩ B)

P(B)
 , P(B) ≠ 0 

 

इव्हेंट  A आधीच घडिी आहे हे गृबहत धरून इव्हेंट  B घडण्याची सांिाव्यता खािीिप्रमाणे व्यक्त केिी जाते 

(B A⁄ ) =
P(A ∩ B)

P(A)
 , P(A) ≠ 0 

जर A आबण B या दोन इव्हेंट  एखाद्या यादृस्टिक प्रयोगाशी (random experiment) सांबांबधत असतीि, तर त्याांची 

सांयुक्त सांिाव्यता (joint probability) खािीिप्रमाणे बदिी जाते: 

P(A ∩ B) = P(A) ∙ P(B A ⁄ )  if  P(A) ≠ 0 

 

P(A ∩ B) = P(B) ∙ P(A B ⁄ )  if  P(B) ≠ 0 

याबठकाणी   𝑃(𝐴|𝐵) आबण 𝑃(𝐵|𝐴)सशतत सांिाव्यता आहेत. 

जर A आबण B या इव्हेंट  स्वतांि (Independent) असतीि, म्हणजेच A घडिी तरी B घडण्यावर कोणताही पररणाम 

होत नसेि, तर 

P(A ∩ B) = P(A) × P(B) 

कारण स्वतांि घटनाांसाठी, P(B | A) = P(B) असते. 

जर A₁, A₂, A₃,..., Aₙ या सवत इव्हेंट स्वतांि (Independent Events) असतीि आबण त्या एखाद्या यादृस्टिक 

प्रयोगाशी (Random Experiment) सांबांबधत असतीि, तर त्याांच्या सवाांच्या एकि घडण्याची (Joint probability) 

शक्यता पुढीि सूिाने बदिी जाते. 

P (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3…………∩ 𝐴𝑛,) = 𝑃(𝐴1,) × 𝑃(𝐴2,) × 𝑃(𝐴3,) × ……… .× 𝑃(𝐴𝑛) 

कंशडिनि प्रोबॅशबशिटी वरीि उदाहरणे 

उदाहरण: जर A आबण B या दोन इव्हेंट  असतीि ज्यासाठी P(A) = 0.5 , P(B) = 0.6 आबण  

        P(A ∪ B) = 0.8 बदिे असतीि,तर  P(A/B) आबण P(B/A) शोधा. 

 उत्तर: आपल्यािा माबहत आहे बक सांिाव्यतेचा बेरीज बनयमानुसार, 

      P(A∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) 

                                 ∴ P(A ∩ B) = P(A) + P(B) − P(A ∪ B) 

                                                  = 0.5 + 0.6 − 0.8 

                                ∴ P(A ∩ B)=0.3 

                    ∴ P(𝐴|𝐵) =
P(A∩B)

P(B)
=

0.3

0.6
= 0.5 

                      ∴ 𝑃(𝐵|𝐴) =
P(A∩B)

P(A)
=

0.3

0.5
= 0.6 
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उदाहरण: बॅगमधे्य 10 पाांढरे आबण 15 काळे बॉि असतात. दोन बॉि एकामागून एक सिगपणे पण बदि न 

करता (परत न ठेवता). अनुिमे काढिे जातात. प्रिम पाांढरा आबण दुसरा काळा आहे याची सांिाव्यता काय आहे? 

 उत्तर:  समजा A हा पबहल्या वेळेस पाांढरा चेंडू बमळण्याची इव्हेंट  आहे, 

           आबण B हा दुसऱ्या वेळेस काळा चेंडू बमळण्याची इव्हेंट  आहे. 

           आवश्यक सांिाव्यता (Required probability) 

          = पबहल्या वेळेस पाांढरा चेंडू बमळण्याची सांिाव्यता × दुसऱ्या वेळेस काळा चेंडू बमळण्याची सांिाव्यता.                                                                                  

          = P(A and B) 

                                                  = P(A ∩ B) 

= P(A) ∙ 𝑃(𝐵|𝐴) 

                                               आता, P(A) =
10C1

25C1
=

10

25
=

2

5
 

   𝑃(𝐵|𝐴) = पबहल्या डि ॉमधे्य एक पाांढरा चेंडू आधीच बनवडिा गेिा असल्यास, दुसऱ्या डि ॉमधे्य काळा चेंडू 

बमळण्याची सांिाव्यता                

          P(B|A) =
10C1

24C1
=

10

24
=

5

8
 

     ∴ आवश्यक सांिाव्यता =P(A ∩ B) = P(A) ∙ 𝑃(𝐵|𝐴) 

                                                                      =
2

5
×
5

8
=

1

4
 

उदाहरण: एक नाणे दोनदा फेकिे गेिे आबण चार सांिाव्य पररणाम समान सांिाव्य आहेत असे गृहीत धरिे जाते. 

जर A या घटनेची अट अशी आहे की ' छापा  आबण काटा  दोन्ही बदसिे आहेत' आबण B या घटनेची अट अशी आहे 

की ‘जास्तीत जास्त एक काटा बदसून येतो. तर 𝑃(A), P(B). P(A/B)आबण  P(B/A) शोधा. 

    उत्तर: येिे   नमुना जागा = S = {HH,HT, TH, TT} 

                         A = {HT, TH}, and  B = {HH,HT, TH}              A ∩ B = {HT, TH}    

   ∴ P(A) =
n(A)

n(S)
=

2

4
=

1

2
 

P(B) =
n(B)

n(S)
=
3

4
 

P(A ∩ B) =
n(A ∩ B)

n(S)
=
2

4
=
1

2
 

𝑃(𝐴|𝐵) =
P(A ∩ B)

P(B)
=
2

3
 

𝑃(𝐵|𝐴) =
P(A∩B)

P(A)
=

1
2⁄

1
2⁄
=1 

उदाहरण: X एखाद्या समसे्चे 90% समाधान करू शकतो आबण Y 70% समस्ा सोडवू शकतो.  एका पुस्तकातून 

कोणतीही समस्ा बनवडिी असता, बकमान एकाने ती सोडविी असेि, याची शक्यता बकती? 

उत्तर:  समजा  A घटनेची अट अशी आहे बक,” X समस्ा सोडवेि”          

                     ∴ P(A) =
90)

100
=

9

10
=0.9 

           समजा  B  घटनेची अट अशी आहे बक,” Y समस्ा सोडवेि” 

                    ∴ P(B) =
70)

100
=

7

10
=0.7 

येिे A आबण B स्वतांि (Independent) इव्हेंट  आहेत. 

 

 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        21 

                         ∴ आवश्यक सांिाव्यता (Required probability) = P(A ∩ B) = 1 − P(A̅) × P(B̅) 

                                                                                            = 1 − (1 − 0.9)(1 − 0.7) 

                                                                                            = 1 − (0.1 × 0.3) 

                                                                                            = 1 − 0.03 

                                                                                            = 0.97 

उदाहरण: 52 पत्त्ाांच्या  पॅकमधून सिग दोन पते्त  काढिी जातात. पबहिे काडत राजा (बकां ग)  आबण दुसरे राणी 

((स्टक्वन) असण्याची शक्यता शोधा. 

    a) जर पबहिे काडत बदििेअसेि  

    b) जर पबहिे काडत बदििे नाही  

उत्तर:  A) एकूण 52 पत्त्ाांपैकी 4 राजा (बकां ग) असतात. 

             पबहल्या डि ॉमधे्य बकां ग येण्याची शक्यता 

              P (पबहिे काडत राजा)=
4

52
=

1

13
 

पत्ता (काडत) परत ठेविा आहे, त्यामुळे दुसऱ्या डि ॉमधे्य पुन्हा 52 पते्त असतीि. त्यापैकी 4 क्वीन असतात. दुसऱ्या 

डि ॉमधे्य क्वीन येण्याची शक्यता 

              P(दुसरे काडत  राणी ) =
4

52
=

1

13
 

या दोन इव्हेंट  शतीय (Conditional) असल्यामुळे आबण गुणाकार बसद्ाांत (Multiplication Theorem of 

Probability) यावर आधाररत असल्यामुळे,  

              P (पबहिे काडत राजा आबण  दुसरे काडत राणी) =
1

13
×

1

13
 

                                                              =
1

169
 

     B) P (पबहिे काडत राजा)=
4

52
=

1

13
 

          P (दुसरे काडत  राणी ) =
4

51
 

   ∴   P(पबहिे काडत  राजा आबण  दुसरे काडत  राणी)= P (पबहिे काडत राजा)× P (दुसरे काडत राणी ) 

                                                                     =
1

13
×

4

51
 

                                                                    =
4

663
 

उदाहरण: एक 52 पत्त्ाांचा( काडतचा )गठ्ठा आहे आबण त्यामधून एक काडत यादृस्टिकररत्या (randomly) बनवडिे 

आहे. आपल्यािा खािीि A आबण B इव्हेंट  स्वतांि आहेत का ते बसध्द करायचे आहे. 

 A: बनवडिेिे काडत से्पड नसणे 

 B: बनवडिेिे काडत बकां ग असणे     

उत्तर:  P (A): से्पड नसिेल्या काडातची शक्यता (♥️, ♦️, ♣️) 

          एकूण 52 पत्त्ाांपैकी से्पडचे 13 काडत असतात. 

          त्यामुळे से्पड नसिेल्या काडाांची सांख्या = 52−13=39 

            म्हणून,       P(A) =
n(A)

n(S)
=

39

52
=

3

4
 

         P(B): बकां ग असिेल्या काडातची शक्यता 

         एकूण 4 बकां ग असतात (♠️, ♥️, ♦️, ♣️) 

         त्यामुळे, P(B) =
n(B)

n(S)
=

4

52
=

1

13
 

          P(A ∩ B): से्पड नसिेल्या बकां गची शक्यता 
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          एकूण 4 बकां ग आहेत, त्यापैकी 1 से्पड आहे. 

त्यामुळे से्पड नसिेल्या बकां गची सांख्या = 4−1=3 

म्हणून 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
3

52
  

A आबण B इव्हेंट  स्वतांि असतीि तर    P(A ∩ B) = P(A) × P(B) 

उजवीकडीि बाजू (RHS)= P(A) × P(B) )-----------------(1) 

                                 = 
3

4
×

1

13
 

                       =
3

52
 

डावीकडीि बाजू (LHS)= 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
3

52
  ------------------- (2) 

 समीकरण (1) आबण   (2) वरून 

  P(A ∩ B) = P(A) × P(B) 

            म्हणून, A आबण B इव्हेंट  स्वतांि आहेत. 

उदाहरण: एका पती-पत्नी एका कायातियातीि दोन ररक्त पदाांसाठी मुिाखतीसाठी उपस्टथित होते. पती-पत्नी   

बनवडून येण्याची शक्यता 1/7 आहे आबण पत्नीच्या बनवडीची शक्यता 1/5 आहे. दोघाांचीही बनवड झािी आहे A आबण 

B त्यापैकी फक्त एकाची वर बनवड झािी आहे याची शक्यता  शोधा.     

उत्तर:         A: पती बनवडिा जाण्याची इव्हेंट  

                 B: पत्नी बनवडिी जाण्याची इव्हेंट  

                 A' (A complement): पती बनवडिा गेिा नाही 

                 B' (B complement): पत्नी बनवडिी गेिी नाही  

                आता P(A) =  
1

7
                              ∴ P(A`) = 1 − P(A) = 1 −

1

7
=

6

7
 

               आबण P(B) =
1

5  
                             ∴ P(B`) = 1 − P(B) = 1 −

1

5
=

4

5
 

दोघांचीही शनवड झािी आहे.  

A आबण B दोन्ही इव्हेंट स्वतांि आहेत. 

∴ P(A ∩ B) = P(A) × P(B) =
1

7
×
1

5
=
1

35
 

फक्त एकच जण बनवडिा जाईि याची शक्यता: 

फक्त एकच जण बनवडिा जाणे म्हणजे एक तर पती बनवडिा जाईि आबण पत्नी बनवडिी जाणार नाही बकां वा पत्नी 

बनवडिी जाईि आबण पती बनवडिा जाणार नाही. 

A ∩ B`: पती बनवडिा गेिा आबण पत्नी बनवडिी नाही 

                  P(A ∩ B`) = P(A) × P(B`) = 
1

7
×
4

5
=

4

35
   

A` ∩ B: पत्नी बनवडिी गेिी आबण पती बनवडिा नाही 

P(A` ∩ B) = P(A`) × P(B) =
6

7
×
1

5  
=
6

35
 

                     समजा E अशी इव्हेंट  आहे बक,” दोघाांपैकी एकाची बनवड होईि.” 

                  E = (A ∩ B`) ∪ (A` ∩ B) 

                      ∴ P(E) = P(A ∩ B`) + P(A` ∩ B) 

                             =
4

35
+

6

35
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                       =
10

35
=

2

7
 

उदाहरण: A िक्ष्यावर (टागेट) गोळीबार करू शकतो याची शक्यता 5/7 आहे आबण B त्याच िक्ष्यावर (टागेट)  

गोळीबार (बहट) करू शकतो याची शक्यता 3/5 आहे. A आबण B स्वतांिपणे गोळीबार(बहट) करतात. A) 

िक्ष्यावर(टागेट) अबजबात गोळीबार (बहट)  झािा नाही आबण B) त्यापैकी बकमान एकाने िक्ष्यावर (टागेट) गोळीबार 

(बहट) केिा आहे  याची शक्यता शोधा. 

 उत्तर:    A ने टागेट बहट करण्याची शक्यता P (A) 

                      P(A) =
5

7 
                                ∴ P(A`) = 1 − P(A) = 1 −

5

7
=

2

7
  

                      B ने टागेट बहट करण्याची शक्यता P(B)  

                       P(B) =
3

5  
                                        ∴ P(B`) = 1 − P(B) = 1 −

3

5
=

2

5
 

                      A आबण B हे स्वतांिरीत्या शूट करतात. A` आबण B` ह्या सुद्ा स्वतांि इव्हेंट  आहेत. 

                      समजा 𝐸1  अशी इव्हेंट  आहे बक ,” टागेट अबजबात बहट   झािे नाही.”= = 𝐴` ∩ 𝐵` 

                     ∴ P(𝐸1) = P(𝐴
` ∩ 𝐵`) = P(A`) × P(B`) =

2

7
×
2

5
=

4

35
 

                      समजा 𝐸2 अशी इव्हेंट  आहे बक,” बकमान एकाने तरी टागेट बहटकेिे आहे.”   

                      𝐸2  बह इव्हेंट   𝐸1 ची पूरक (Complementary) इव्हेंट आहे. 

                   ∴ P(𝐸2) = 1 − P(𝐸1)=1 −
4

35
=

31

35
 

सरावासाठी उदाहरणे: 

1. E आबण F अशा इव्हेंट आहेत की P(E) = 0.6   P(F) = 0.6 आबण P(E ∩ F) = 0.2 तर     

             P(E/F)and P(F/E) शोधा. 

2. जर 𝑃(𝐴) = 0.8, 𝑃(𝐵) = 0.5 आबण 𝑃 (
𝐵

𝐴
) = 0.4   तर   i) 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)   ii) 𝑃 (

𝐴

𝐵
 )  

             iii) 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)  शोधा. 

3.  एका नाण्यािा तीन वेळा फेकिे असता. खािीि घटनाांसाठी P(E/F) बनबित करा: 

E: बतसऱ्याांदा फेकल्यावर छापा  (Head) येणे आबण F: पबहल्या दोनवेळा फेकल्यावर छापा येणे. 

E: बकमान दोन वेळा छापा येणे आबण F: जास्तीत जास्त दोन वेळा छापा येणे. 

E: जास्तीत जास्त दोन वेळा काटा    (Tail) येणे आबण F: बकमान एकदा तरी काटा येणे. 

4.  आई, वडीि आबण मुिगा कुटुांबाच्या फोटोसाठी अबनयबमत िमाने राांगेत उिे राहतात. 

     E आबण F अशा इव्हेंट  आहेत की, E: मुिगा एका टोकािा असणे  F: वडीि मधोमध असणे  तर P(E/F)   

     शोधा.  

5. एक काळा आबण िाि असे दोन फासे (Dice) फेकिे आहेत. जर काळ्या फासाचा बनकाि 5असेि तर 9 पेक्षा 

जास्त बेरीज बमळण्याची सशतत सांिाव्यता (Conditional  probability) शोधा.  जर िाि फासाचा बनकाि 4 पेक्षा 

कमी असेि तर 8 बेरीज बमळण्याची सशतत सांिाव्यता शोधा. 

6. समजा, जन्मािा येणारे मूि मुिगा बकां वा मुिगी होण्याची समान शक्यता आहे. जर एख्या कुटुांबात दोन मुिे 

असतीि, तर खािीि पररस्टथितीत दोन्ही मुिी असण्याची सशतत सांिाव्यता शोधा – 

            a) धाकटी मुिगी आहे. 

            b) बकमान एक मुिगी आहे. 

 7. एका समसे्चे बनराकरण तीन व्यक्ती ांना (P, Q, R) करायचे आहे, ज्याांची अनुिमे समस्ा सोडवण्याची शक्यता 

2/7, 4/7 आबण 4/9 आहे. तर, ती समस्ा सोडविी जाईि याची सांिाव्यता बकती?  
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 1.5 बेयस शसद्ांत आशण सितग संिाव्यता (Bayes' Theorem and Conditional Probability) 

बेयसचा बसद्ाांत एखाद्या घटनेची सशतत सांिाव्यता (Conditional Probability) शोधण्यासाठी वापरिा जातो.याचा 

उपयोग पूवीच्या माबहतीनुसार एखादी इव्हेंट  घडण्याची सांिाव्यता शोधण्यासाठी केिा   

जातो. बेयसचा बसद्ाांत (Bayes’ Theorem, Bayes’ Rule, बकां वा Bayes’ Law) इव्हेंट  A घडण्याची सशतत    

सांिाव्यता शोधतो, जेव्हा इव्हेंट  B आधीच घडिी आहे. 

बेयस शसद्ांताचा सामान्य स्वरूप: 

                             P(A B⁄ ) =
P(B A⁄ )∙P(A)

P(B)
 

    P (A) = इव्हेंट  A घडण्याची सांिाव्यता (Prior Probability).  

    P (B) = इव्हेंट  B घडण्याची सांिाव्यता (Total Probability).  

     P(A B⁄ ) = B आधीच घडिे असताना, A घडण्याची सांिाव्यता (Posterior Probability). 

    P(B A⁄ )= A घडिे असताना, B घडण्याची सांिाव्यता (Likelihood).  

 बेयसच्या शसद्ांताचे उदाहरण: 

समजा, तीन बपशव्याांमधे्य पाांढरे आबण काळे माबति आहेत.एक पाांढरा माबति काढिा आहे. तो पबहल्या बपशवीतून 

आिा असेि, याची सांिाव्यता शोधण्यासाठी आपण बेस प्रमेयाचा उपयोग करू शकतो. 

बेयस प्रमेयाचे जनरि (General) सूि पुढीिप्रमाणे आहे. 

समजा, E1,E2,E3,…………En,ही नमुना अवकाश 𝑆 S शी सांबांबधत घटनाांची एक सांच आहे, बजिे  प्रते्यक इव्हेंट  

E1,E2,E3,…………En   िा शून्याहून अबधक सांिाव्यता आहे आबण त्या S च्या    

बविाजनास तयार करतात. A ही S शी सांबांबधत कोणतीही इव्हेंट असल्यास, बेयसच्या बसद्ाांतानुसार: 

      

P(Ei/A) =
P(A/Ei)P(Ei)

P(A/E1)P(E1) + (A/E2)P(E2) +⋯………… .+(A/Ek)P(Ek)
 

    

1. समजा, पबहल्या िाांड्ामधे 3 पाांढरे आबण 4 िाि चेंडू आहेत, आबण दुसऱ्या िाांड्ामधे 5 पाांढरे आबण 6 िाि 

चेंडू आहेत. यापैकी एक चेंडू यादृस्टिकररत्या कोणत्याही एका िाांड्ातून बनवडिा जातो आबण तो पाांढरा असतो.तर, 

तो चेंडू पबहल्या िाांड्ा मधून बनवडिा गेिा असेि, याची सांिाव्यता शोधा. 

 उत्तर:  समजा   𝐸1,  आबण   𝐸2  अनुिमे, पबहिे िाांडे आबण दुसरे िाांडे बनवडिे जाण्याच्या इव्हेंट    

            दशतवतात.                                   

             ∴ P(𝐸1) = 𝑃(𝐸2) =
1

2
 

            बनवडिेल्या िाांड्ा मधून   काढिेिा एक चेंडू पाांढरा असतो अशी इव्हेंट  A मानू. मग 

            पबहल्या िाांड्ा मधून पाांढरा चेंडू बनवडिा जाण्याची सांिाव्यता 

            = P(A/E1) =    
पबहल्या िाांड्ा मधीि पाांढऱ्या चेंडूांची सांख्या

पबहल्या िाांड्ा मधीि एकूण चेंडूांची सांख्या
=

3C1

7C1
=

3

7
 

            दुसऱ्या मधून पाांढरा चेंडू बनवडिा जाण्याची सांिाव्यता 

           = P(A/E1) =    
दुसऱ्या िाांड्ा मधीि पाांढऱ्या चेंडूांची सांख्या

दुसऱ्या िाांड्ा मधीि एकूण चेंडूांची सांख्या
=

5C1

11C1
=

5

11
 

           यादृस्टिकपणे बनवडिेिा पाांढरा चेंडू पबहल्या मधून आिेिा असेि, याची सांिाव्यता. 

= P(E1/A) =
P(A/E1)P(E1)

P(A/E1)P(E1)+P(A/E2)P(E2)
 

=

3
7 ×

1
2

(
3
7 ×

1
2) + (

5
11 ×

1
2)
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=

3
7 ×

1
2

1
2
(
3
7
+
5
11
)
 

=

3
7
68
77

 

=
3

7
×
77

68
 

=
33

68
 

 2. समजा, बोल्ट फॅररीमधे्य मशीन X, Y आबण Z एकूण उत्पादनाच्या अनुिमे 25%, 35% आबण 40% बोल्ट        

   तयार करतात. त्याांच्या उत्पादनाांपैकी 5%, 4% आबण 2% बोल्ट दोिपूणत असतात. 

  एक बोल्ट यादृस्टिकररत्या बनवडिा जातो आबण तो दोिपूणत आढळतो. 

  तर, तो मशीन X, Y बकां वा Z  

  उत्तर: समजा 𝐸1, 𝐸2,and 𝐸3 या अनुिमे मशीन X, Y आबण Z ने तयार केिेल्याया बोल्टच्या इव्हेंट  दशतवतात. 

            A ही इव्हेंट  आहे की,” बनवडिेिा बोल्ट दोिपूणत आहे.” 

            P(𝐸1) =
25

100
= 0.25 

          P(𝐸2,) =
35

100
= 0.35 

          P(𝐸3,) =
40

100
0.40 

 मशीन X ने तयार केिेिा बोल्ट दोिपूणत असेि, याची सांिाव्यता:  

𝑃(𝐴/𝐸1) =
5

100
= 0.05 

𝑃(𝐴/𝐸2) =
4

100
= 0.04 

𝑃(𝐴/𝐸3) =
2

100
= 0.02 

यादृस्टिकररत्या बनवडिेिा दोिपूणत बोल्ट मशीन X ने तयार केिा असेि, याची सांिाव्यता. 

=  P(E1/A) =
P(A/E1)P(E1)

P(A/E1)P(E1)+P(A/E2)P(E2)+P(A/E3)P(E3)
 

0.05 × 0.25

0.05 × 0.25 + 0.04 × 0.35 + 0.02 × 0.40
 

=
0.0125

0.0125 + 0.0140 + 0.008
 

=
0.0125

0.0345
=
25

69
 

   यादृस्टिकररत्या बनवडिेिा दोिपूणत बोल्ट मशीन Y ने तयार केिा असेि, याची सांिाव्यता 

P(E2/A) =
P(A/E2)P(E2)

P(A/E1)P(E1) + P(A/E2)P(E2) + P(A/E3)P(E3)
 

=
0.35 × 0.04

0.05 × 0.25 + 0.04 × 0.35 + 0.02 × 0.4
 

=
0.0140

0.0345
 

=
140

345
 

=
28

69
 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        26 

    यादृस्टिकररत्या बनवडिेिा दोिपूणत बोल्ट मशीन Z ने तयार केिा असेि, याची सांिाव्यता 

            (E3/A) = 1 − [P(E1/A) + P(E2/A)] 

= 1 − [
25

69
+
28

69
] 

= 1 −
53

69
 

= 
 16

69
 

1. एका फॅररीत दोन मशीन आहेत. प्रायोबगक बनरीक्षणाांनुसार, मशीन I आबण मशीन II अनुिमे 30% आबण 70% 

उत्पादन करतात.तसेच, मशीन I मधीि 5% आबण मशीन II मधीि 1% उत्पादन दोिपूणत असते.जर 

यादृस्टिकररत्या बनवडिेिा एक घटक दोिपूणत असेि, तर तो मशीन II ने तयार केिा असेि, याची सांिाव्यता 

बकती? 

2. एका नव्याने बाांधिेल्या उड्डाणपुिाच्या कोसळण्याची शक्यता असते, ििे त्याची रचना दोिपूणत असो बकां वा     

नसो. रचना दोिपूणत असेि, तर ती होण्याची शक्यता 5% आहे.जर रचना दोिपूणत असेि, तर उड्डाणपुिाच्या 

कोसळण्याची शक्यता 95% आहे.जर रचना योग्य असेि, तरीसुद्ा उड्डाणपुि कोसळण्याची शक्यता 30% आहे.जर 

उड्डाणपुि कोसळिा असेि, तर तो दोिपूणत रचनेमुळे कोसळिा असेि, याची बकती शक्यता आहे?  

3. एका बपशवीत 6 िाि आबण 5 बनळे चेंडू आहेत, आबण दुसऱ्या बपशवीत 5 िाि आबण 8 बनळे चेंडू आहेत.  

पबहल्या बपशवीतून एक चेंडू घेतिा जातो आबण त्याचा रांग न पाहता दुसऱ्या बपशवीत ठेविा जातो. नांतर दुसऱ्या 

बपशवीतून एक चेंडू बनवडिा जातो. तो चेंडू बनळा असेि, याची बकती शक्यता आहे? 

4.  X, Y आबण Z याांच्या व्यवथिापक होण्याच्या शक्यता अनुिमे 4:2:3 आहेत. जर X व्यवथिापक झािा, तर बोनस  

योजना िागू होण्याची शक्यता 0.3 आहे.जर Y व्यवथिापक झािा, तर बोनस योजना िागू होण्याची शक्यता 0.5 

आहे. जर Z व्यवथिापक झािा, तर बोनस योजना िागू होण्याची शक्यता 0.8 आहे. जर बोनस योजना िागू झािी 

असेि, तर X व्यवथिापक झािा असेि, याची बकती शक्यता आहे? 

5.  E₁ आबण E₂ या दोन इव्हेंट  समान शक्यता असिेल्या, परस्पर वज्यत आबण सवतसमावेशक आहेत. 

जर   P(A E1  ⁄ ) = 0.2, P(A E2 ⁄ ) = 0.3.तर  P(E1  A⁄ ) शोधा. 

6. तीन बपशव्या आहेत, प्रते्यकी 100 चेंडू आहेत. पबहल्या बपशवीत 75 िाि आबण 25 बनळे चेंडू आहेत.दुसऱ्या    

बपशवीत 60 िाि आबण 40 बनळे चेंडू आहेत.बतसऱ्या बपशवीत 45 िाि आबण 55 बनळे चेंडू आहेत.जर 

यादृस्टिकररत्या एक बपशवी बनवडिी गेिी आबण त्यातून एक चेंडू घेतिा गेिा, तर तो चेंडू िाि असेि, याची बकती 

शक्यता आहे? 
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युशनट-2 

रँडम वे्हररअबि आशण प्रोबाशबशिटी शडस्टरीबू्यिन 

(Random variable and Probability distribution) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO2: डेटाचा प्रसार बमळबवण्यासाठी यादृस्टिक चि आबण सांिाव्यता बवतरणाच्या प्रकाराांच्या सांकल्पना वापरा. 

घटक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. यादृस्टिक चिाचे प्रकार वेगळे करा. 

2. सांिाव्यता बवतरणावर बदिेल्या समस्ा सोडवा. 

3. यादृस्टिक चिाचे अपेबक्षत मूल्य काढा. 

4. यादृस्टिक चिाचे बिन्नता आबण मानक बवचिन काढा. 

5. बदिेल्या समसे्वर िागू करावयाच्या बवतरणाचा प्रकार ओळखा. 

6. बदिेिे बवतरण िागू करून सांिाव्यता काढा. 

2.1 रँडम वे्हररअबि व्याख्या आशण प्रकार: (Random variable: Definition and types) 

2.1.1 रँडम वे्हररअबि (Random Variable): रँडम वे्हररअबि म्हणजे एक वे्हररअबि जो चाचणी, प्रयोग बकां वा 

घटनेचे पररणाम दशतवतो. ही एक बवबशष्ट सांख्या असते जी चाचणी, प्रयोग बकां वा घटनेची पुनरावृत्ती करताना प्रते्यक 

वेळी वेगळीअसते.बवशेितः  सॅ्टबटस्टस्टक्स आबण प्रोबॅबबबिटीमधे्य रँडम वे्हररअबि  म्हणजे एक वे्हररअबि ज्याचे 

रँडम वे्हलू्य प्रयोगाच्यापररणामावर अविांबून असते. ते सहसा मोठ्या अक्षर X बकां वा Y इत्यादी ांनी दशतबविे जाते. 

रँडम वे्हररएबल्सचे दोन प्रकार आहेत: 

a. शडस्तिट रँडम वे्हररअबि (Discrete random variable): ज्या रँडम वे्हररअबिमधे्य मोजता येण्याजोग्या 

आयसोिेटेड वॅ्हलू्यज (पूणाांक) गृहीत धरता येतात त्यािा बडस्टिट रँडम वे्हररअबि म्हणतात. 

उदाहरण 

i. कुटुांबातीि मुिाांची सांख्या 

ii. राज्यातीि बजल्हह्याांची सांख्या 

iii. वगाततीि बवद्यार्थ्ाांची सांख्या 

iv. फुटबॉि सामन्यात केिेल्या गोिची सांख्या. 

b. कंशटनू्यअस रँडम वे्हररअबि (Continuous random variable): कोणताही रँडम वे्हररअबिमधे्य ज्यािा 

बदिेल्या अांतरािात(इांटरव्हि) सवत वास्तबवक मूले्य स्वीकारता येतात, त्यािा कां बटनू्यअस रँडम वे्हररअबि 

म्हणतात. 

उदाहरण 

i. व्यक्तीचे वय 

ii. बवद्युत घटकाचे आयुष्य (तासाांमधे्य) 

iii. बकमी/तासात वाहनाचा वेग. 

iv. बदिेल्या बदवशी तापमान 
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2.2 प्रोबॅशबशिटी मास िंक्शन (Probability of Mass Function (p.m.f)) 

 

Figure 2.1: प्रोबॅशबशिटी मास िंक्शन (Probability of Mass Function (p.m.f)) 

प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन (PMF) हे एक गबणतीय कायत आहे जे एका बवबशष्ट वे्हलू्य घेणाऱ्या एका बडस्टिट रँडम 

चिाच्या प्रोबॅबबबिटीचे वणतन करते. बडस्टिट रँडम चिाांसाठी प्रोबॅबबबिटी बसद्ाांतातीि ही एक महत्त्ाची सांकल्पना 

आहे. 

2.2.1 व्याख्या (Definition)(डेशिनेिन): X हे नमुना से्पस S वर पररिाबित केिेिे एक वेगळे रँडम वे्हररएबि 

आहे आबण प्रते्यक बडस्टिट रँडम वे्हररअबिा Pi = P[ X=xi] i=1,2,3……….n असा िमाांक बदल्यास X ची शे्रणी 

{x1,x2,x3……..xn} असेि 

0 ≤ Pi ≤ 1     i=1,2,3,….n 

∑Pi

𝑛

𝑖=1

 

    मग P या कायातिा प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन (PMF) म्हणतात. 

1) शनिः पक्षपाती(िेअर) डाय रोि करणे: 

चिा, सहा बाजू असिेिा फासा बफरवण्याचे उदाहरण पाहू. फासावर बदसणारी सांख्या X दशतवूया. पॉबसबि 

आऊटकम्स 1,2,3,4,5,6 आहेत आबण प्रते्यक पररणाम घडण्याची शक्यता समान आहे (कारण फासा 

बनः पक्षपाती(फेअर) आहे). 

या बडस्टिट रँडम वे्हररएबि X साठी PMF आहे: 

P(X = x) =
1

6
          x = 1,2,3,4,5,6 

      तर फासेच्या रोिसाठी पीएमएफ आहे: 

                              P(X = 1) =
1

6
, P(X = 2) =

1

6
, P(X = 3) =

1

6
 

P(X = 4) =
1

6
, P(X = 5) =

1

6
, P(X = 6) =

1

6
 

येिे, प्रोबॅबबबिटीची बेरीज अशी आहे: 

𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) + 𝑃(𝑋 = 4) + 𝑃(𝑋 = 5) + 𝑃(𝑋 = 6) =
1

6
× 6 = 1 

2) नाणे स्तिप करणे: 

समजा तुम्ही योग्य नाणे स्टिप केिे आबण X िा पररणाम दशतवू द्या: हेडसाठी X=1 आबण टेिसाठी X=0. या 

पररस्टथितीसाठी PMF आहे: 

𝑃(𝑋 = 1) =
1

2
, 𝑃(𝑋 = 0) =

1

2
 

तर, हेड्सची प्रोबॅबबबिटी ½ आहे आबण टेिची प्रोबॅबबबिटी देखीि 1/2आहे. 
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उदाहरण 

1) प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन खािीि प्रमाणे बदिे आहे: f(x) = a * 2x = 0, 1, 2 साठी, नांतर a ची बकां मत शोधा. 

उत्तर: “a” चे मूल्य शोधण्यासाठी आम्ही PMF प्रॉपटी वापरतो. 

𝑃 (𝑋 ∈  𝐸)  =  𝑥 ∈  𝐸𝑓(𝑥)   =  1 

𝑓(0)  +  𝑓(1)  +  𝑓(2)  =  1 

𝑎 × 02  +  𝑎 × 12  +  𝑎 ×  22  =  1 

𝑎 ×  (02  +  12  + 22)  =  1 

𝑎 ×  (0 +  1 +  4)  =  1 

5𝑎 =  1 

𝑎 =  
1

5
 

2) खािीि प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन सारणीवरून CDF बनबित करा. 

X 1 2 3 4 

P(X = x) 0.2 0.05 0.25 0.5 

 

उत्तर: P(X < 3) साठी CDF शोधण्यासाठी आपण PMF चा गुणधमत वापरतो. 

𝑃 (𝑋 ∈  𝐸)  =  𝑥 ∈  𝐸𝑓(𝑥)    

𝑃(𝑋 <  3)  =  𝑃(𝑋 =  1)  +  𝑃(𝑋 =  2) 

𝑃(𝑋 <  3)  =  0.2 +  0.05 

𝑃(𝑋 <  3)  =  0.25 

तर, 𝑃(𝑋 <  3) चा 𝐶𝐷𝐹 =  0.25 

3) खािीि तक्ता रँडम वे्हररअबि X साठी PMF दशतबवतो. p ची बकां मत शोधा. 

X 2 4 6 

P(X = x) p p + 0.5 0.2 

उत्तर: p ची बकां मत शोधण्यासाठी आपण सूि वापरतो 

𝑃 𝑋 ∈  𝐸 =  𝑥 ∈  𝐸𝑓(𝑥) = 1  

𝑝 + (𝑝 +  0.5 ) +  0.2 =  1 

2𝑝 +  0.7 =  1 

2𝑝 =  1 −  0.7 

2𝑝 =  0.3 

𝑝 =  
0.3 

2
 

𝑝 =  0.15 

सरावासाठी उदाहरणे 

1) जर PMF 𝑃(𝑥)  =  2𝑥2 +  5𝑥 −  1असेि आबण x = 0, 1 आबण 2 असेि तर q ची बकां मत शोधा. 

2)प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन टेबिवरून b ची बकां मत बनबित करा. 

X 1 2 3 4 

P(X = x) b 2𝑏2 3b 0.3 

 

िक्षात ठेवण्यासारखे महत्त्वाचे मुदे्द: 

• PMF फक्त बडस्टिट रँडम वे्हररएबल्सना िागू होते (जे मयातबदत बकां वा मोजता येण्याजोग्या असीम 

मूल्याांचा सांच घेऊ शकतात). 
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•प्रोबॅबबबिटीच्या सवत पॉबसबि आऊट कम्सच्या प्रोबॅबबबिटीची बेरीज 1 च्या बरोबरीची असणे आवश्यक 

आहे. 

• PMF बडस्टिट रँडम वे्हररएबिसाठी प्रते्यक बवबशष्ट पररणामाची प्रोबेबबबिटी मोजण्याचा एक मागत प्रदान 

करते. 

2.2.1 प्रोबॅशबशिटी शडस्टरीबू्यिन िंक्शन (Probability Distribution Function) (p.d.f) 

 

Figure 2.2: प्रोबॅशबशिटी शडस्टरीबू्यिन िंक्शन (Probability Distribution Function) (p.d.f) 

प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (पीडीएफ), बवशेितः  सतत रँडम वे्हररएबल्ससाठी, हे एक फां क्शन आहे जे रँडम 

वे्हररएबल्स ने बवबशष्ट मूल्य घेण्याची सापेक्ष शक्यता प्रदान करते. पीडीएफ रँडम वे्हररएबल्सच्या पॉबसबि मूल्याांवर 

प्रोबेबबबिटी चे बवतरण वणतन करते. सतत रँडम वे्हररएबल्ससाठी प्रोबेबबबिटी बसद्ाांतातीि ही एक महत्त्ाची 

सांकल्पना आहे. 

2.2.2 व्याख्या(Definition)(डेशिनेिन): कोणत्याही रँडम वे्हररएबल्स X साठी, बजिे त्याचे मूल्य 'x' बबांदूांवर 

मूल्याांकन केिे जाते, तेव्हा प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन प्रोबेबबबिटी देते की X ने x च्या बरोबरीचे मूल्य घेतिे 

आहे. 

आपण प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन असे दशतबवतो की, F(x) = P (X ≤ x) 

एक सतत रँडम वे्हररएबि X साठी, प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (पीडीएफ), जे F(x) म्हणून दशतबविे जाते, 

त्याचे खािीि गुणधमत आहेत: 

अ-नकारात्मकता(Non-negativity): 

सवत x साठी F(x)≥0 

पीडीएफ नेहमी x च्या सवत मूल्याांसाठी शून्यापेक्षा जास्त बकां वा समान असते. 

एकूण प्रोबेशबशिटी 1 आहे (Total Probability is 1): 

पीडीएफच्या विाखािीि एकूण के्षिफळ 1 च्या बरोबरीचे असिे पाबहजे, जे एकूण प्रोबेबबबिटी दशतवते: 

∫ F(x)dx = 1
∞

−∞

  

याचा अित असा की रँडम वे्हररएबि X ने सांिाव्य मूल्याांच्या सांपूणत शे्रणीतीि कोणतेही मूल्य घेण्याची प्रोबेबबबिटी 1 

आहे. 

2.2.3 प्रोबेशबशिटी ओवर एंटरव्हि (Probability over an Interval): 

पीडीएफच्या वि अांतगतत a आबण b मधीि के्षि हे रँडम वे्हररअबि X बवबशष्ट अांतराि [a,b] मधे्य येण्याची शक्यता 

दशतवते. हे मोजण्यासाठी PDF हे [a, b] मध्याांतरावर एकबित केिे आहे 

P(a ≤ x ≤ b) = ∫ F(x)dx
b

a

 

प्रोबॅबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन कायातसाठी वेगवेगळी सूिे खािी सूचीबद् आहेत: 

2.2.4 शडसशक्रट रँडम वे्हररअबि चे प्रोबेशबशिटी शडस्तस्टरबू्यिन (Probability Distribution of a Discrete 

Random Variable): बडसबिट रँडम वे्हररअबि हे असे वे्हररअबि आहे जे 0, 1, 2, 3 ही बिन्न मोजण्यायोग्य 

मूले्य घेते .एका स्वतांि रँडम वे्हररअबिच्या प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन सूि असे आहे, 
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प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन कायत: 

𝐹(𝑥)  =  𝑃 (𝑋 ≤  𝑥) 

2.2.5 कंटीनू्यअस वे्हररअबि चे प्रोबेशबशिटी शडस्तस्टरबू्यिन (Probability Distribution of a Continuous 

Random Variable): 

कां टीनू्यअस रँडम वे्हररअबि  हे एक वे्हररअबि आहे ,जे अनांतपणे अनेक वॅ्हलू्यज घेते. कां टीनू्यअस रँडम 

वे्हररअबिच्या प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन सूि असे आहे, 

प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन कायत: F(x) = P (X ≤ x) 

याव्यबतररक्त, प्रोबेबबबिटी डेंबसटी फां क्शन (PDF) हे CDF चे डेरीवेटीव्ह आहे: 

𝒇(𝒙) =
𝒅

𝒅𝒙
 (𝑭(𝒙)),          𝒘𝒉𝒆𝒓𝒆  𝑭(𝒙) =  ∫ 𝒇(𝒖)𝒅𝒖

b

a

 

उदाहरण 

1) समजा आपण दोन फासे फेकिे. फासाच्या बेरजेसाठी प्रोबेबबबिटी सारणी बनवा. शक्यता आहेत: 

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12. 

उत्तर: प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन टेबि  

 

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

P(x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 

 

2) रँडमपणे नवडिेल्या शहर ब्लॉकवरीि घराांमधे्य राहणाऱ्या वृद्ाांची सांख्या खािीि प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशनद्वारे 

वणतन केिी आहे. 

उत्तर: प्रोबेबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन टेबि  

 

नंबर ऑि ओल्ड मेन (x) 3 4 5 6 

प्रोबॅबबबिटी  P(x) 0.50 0.25 0.10 ? 

 

3) रँडमपणे बनवडिेल्या घरात 6 बकां वा त्याहून अबधक वृद् िोक राहतात याची शक्यता बकती आहे? 

उत्तर: सवत p(प्रोबॅबबबिटी) ची बेरीज १ च्या बरोबरीची आहे 

एका घरात सहा बकां वा त्याहून अबधक वृद् िोक राहतात याची शक्यता बकती आहे, 

=  1 – (0.50 +  0.25 +  0.10) =  0.15 

अशा प्रकारे, एका घरात सहा बकां वा त्याहून अबधक वृद् िोक राहत असल्याची शक्यता 0.15 इतकी आहे. 

महत्त्वाचे मुदे्द: 

 पीडीएफ हा कां टीनू्यअस रँडम वे्हररअबिसाठी वापरिा जातो, तर बडस्टिट रँडम वे्हररअबिसाठी, आपण 

प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन (PMF) वापरतो. 

 कां टीनू्यअस रँडम वे्हररअबिसाठी एका बबांदूवर प्रोबॅबबबिटी शून्य असते, कारण एका बबांदूवर वि अांतगतत के्षि 

शून्य असते. त्याऐवजी प्रोबॅबबबिटी अांतराने आढळतात. 

2.2.6 कु्यमु्यिेटीव शडस्तस्टरबू्यिन िंक्शन (Cumulative Distribution Function) (c.d.f.) 

कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (CDF) हे एक गबणतीय कायत आहे जे चि एखाद्या बवबशष्ट सांखे्यपेक्षा कमी बकां वा 

समान वे्हलू्य घेईि याची प्रोबॅबबबिटी प्रदान करते. 

X च्या सवातत िहान शक्य वे्हलू्यसाठी CDF 0 पासून सुरू होते आबण  X च्या सवातत मोठ्या शक्य वे्हलू्यच्या जवळ 

येताच 1 पयांत वाढते. हे एक कमी न होणारे कायत आहे जे रँडम वे्हररअबिसिाच्या बडस्टस्टि बू्यशनचे सांपूणत वणतन 

प्रदान करते. 
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उदाहरणाित, जर तुम्ही 80 च्या चाचणी गुणाांसाठी CDF पाहत असाि आबण ते तुम्हािा 0.75 देते, तर याचा अित 

असा की रँडम बवद्यार्थ्ातचा गुण 80 बकां वा त्यापेक्षा कमी असण्याची 75% शक्यता आहे. 

िोडक्यात, CDF तुम्हािा पुढे जाताना प्रोबॅबबबिटी साराांबशत करून रँडम वे्हलू्य एका बवबशष्ट शे्रणीत असण्याची 

शक्यता समजून घेण्यास मदत करते. 

व्याख्या(Definition)(डेशिनेिन):: 

रँडम वे्हररअबि X चे कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन F(x) असे पररिाबित केिे आहे: 

𝐹(𝑥) = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥] 

कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (CDF) साठी वेगवेगळी सूिे खािी सूचीबद् आहेत: 

 

शडस्तिट रँडम वे्हररएबिसाठी कु्यमु्यिेटीव शडस्तस्टरबू्यिन िंक्शन: X हा cdf F(x) असिेिा एक रँडम वे्हररएबि 

मानूया, नांतर 𝑃[𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏] = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎). 

कां टीनू्यअस रँडम वे्हररएबिसाठी कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन: X हा cdf F(x) असिेिा एक कां टीनू्यअस 

वे्हररएबि मानूया, नांतर 

= 𝑭(𝒙)∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒙

−∞

 

उदाहरण 

1) रँडम वे्हररएबि X चा बवचार करा जे दोन नाण्याांच्या स्टिपमधे्य बमळविेल्या हेडची सांख्या दशतबवते. X चा CDF 

F(x) काढा. 

उत्तर: X ची पॉबसबि मूले्य 0, 1 आबण 2 आहेत. प्रोबॅबबबिटी आहेत: 

P(X = 0) =
1

4
                      (हेड नाही ) 

P(X = 1) =
1

2
             ( एक हेड) 

P(X = 2) =
1

4
           (दोन हेड) 

आबण CDF F(x) आहेत: 

F(𝑥) =

{
  
 

  
 
0           जर  x < 0
1

4
       जर 0 ≤ 𝑥 < 1

3

4
      जर 0 ≤ 𝑥 < 1

1             जर 𝑥 ≥ 2
 

 

2) X िा 0≤x≤1 साठी PDF f(x) = 2x सह सतत रँडम वे्हररएबि समजा. X चा CDF F(x) शोधा.  

उत्तर: CDF शोधण्यासाठी PDF इांबटगे्रट करा: 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 2𝑡𝑑𝑡 = 𝑥2  𝑓𝑜𝑟
𝑥

0

𝑥

−∞

0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

अशाप्रकारे, CDF असे आहे 

F(𝑥) = {

0             𝑖𝑓  x < 0

𝑥2       𝑖𝑓 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
1                 𝑖𝑓 𝑥 > 1

 

 

3) x≥0 साठी CDF 𝐹(𝑥) = 1 − 𝑒−𝑥 बदल्यास X 1 आबण 2 च्या दरम्यान असण्याची प्रोबॅबबबिटी शोधा. 

उत्तर: X हा 1 आबण 2 च्या दरम्यान असण्याची प्रोबॅबबबिटी अशी आहे 

𝑃(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) = 𝐹(2) − 𝐹(1) 
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गणना करा: (2) = 1 − 𝑒−2  आबण 𝐹(1) = 1 − 𝑒−1 

𝑃(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) = (1 − 𝑒−2) − (1 − 𝑒−1) = 𝑒−1 − 𝑒−2 

सरावासाठी उदाहरणे 

1) X हा खािीि बवतरणासह बमबश्रत रँडम वे्हररअबि मानावा: P(X=0) = 0.2, P(X=1) = 0.3 आबण सतत िाग [2,  3] 

वर एकसमानपणे बवतररत केिा आहे. CDF F(x) शोधा. 

2) −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 साठी 𝑓(𝑥) =
3

4
(1 − 𝑥2) ही PDF बदिी तर CDF F(x) शोधा. 

उदाहरण 

1) नाणे टाकणे 

समजा तुमच्याकडे एक फेअर नाणे आहे आबण तुम्ही ते हेड्सवर उतरते की टेिवर, यावर पैज िावत आहात. जर आपण 

बनकाि 1 बवचारात घेतिा तर: जर हेड्सवर, तुम्ही 20 रुपये बजांकिात आबण बनकाि 2: जर टेिवर, तर तुम्ही 20 रुपये 

गमावाि. 

हेड्सची सांिाव्यता P(H) =
1

2
आबण टेिवर, तुम्ही 20 रुपये गमावाि. 

तुमच्या बजांकण्याचे अपेबक्षत मूल्य असे मोजता येते: 

𝐸(𝑋) = 20 ×
1

2
+ (−20) ×

1

2
= 10 + (−10) = 0 

म्हणून, पैजचे अपेबक्षत मूल्य रु.0 आहे. याचा अित, सरासरी, तुम्हािा दीघतकाळात पैसे बमळत नाहीत बकां वा गमाविे जात 

नाहीत, हा एक फेअर गेमआहे. 

2) िॉटरी शतकीट 

समजा तुम्ही 1 रुपये बकमतीचे िॉटरी बतकीट खरेदी करता आबण त्याचे पॉबसबि पररणाम असे आहेत: 

जर आपण बजांकण्याचा बवचार केिा तर: 100 रुपये (0.01 च्या प्रोबॅबबबिटीसह) आबण परािव: 0रुपये (0.99 च्या 

प्रोबॅबबबिटीसह) 

िॉटरी बतबकटाचे एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य असे आहे: 

𝐸(𝑋) = 100 × 0.01 + 0 × 0.99 = 1 

तर, या बतबकटाचे अपेबक्षत मूल्य एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य 1 रुपये आहे, याचा अित असा की सरासरी, तुम्हािा बरोबरी 

बमळण्याची अपेक्षा आहे. तिाबप, हे या वसु्तस्टथितीचे कारण नाही की, प्रत्यक्षात, तुम्ही बहुतेक वेळा तुमचे 1 रुपये 

गमावाि. 

3) X च्या खािीि प्रोबॅबबबिटी बडस्टि ीबू्यशनसाठी 

 

X 0 1 2 3 4 

PX=x k 2k 4k 2k k 

 i) k ची बकां मत शोधा, 

 ii) P(X≥2),P(X<3),P(X≤1) 

उत्तर: i)  𝑃(𝑋 = 𝑥) साठी, आपल्याकडे आहे 

∑p(x) = 1

4

𝑥=0

 

∴ 𝑘 + 2𝑘 + 4𝑘 + 2𝑘 + 𝑘 = 1 

∴ 10𝑘 = 1 

∴ 𝑘 =
1

10
 

ii) X चे प्रोबॅबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन खािीि तक्त्यामधे्य दाखवल्याप्रमाणे आहे: 
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X 0 1 2 3 4 

PX=x 110 2110=210 4110=410 110=210 110 

 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑝(2) + 𝑝(3) + 𝑝(4) 

=
4

10
+
2

10
+
1

10
 

=
7

10
 

𝑃(𝑋 < 3) = 𝑝(0) + 𝑝(1) + 𝑝(2) 

=
1

10
+
2

10
+
4

10
 

=
7

10
 

𝑃(𝑋 ≤ 1) = 𝑝(0) + 𝑝(1) 

=
1

10
+
2

10
 

=
3

10
 

4) रँडम वे्हररअबि X मधे्य खािीि प्रोबॅबबबिटी बडस्टि ीबू्यशनअसते: 

X 0 1 2 3 4 5 6 

PX=x k 3k 5k 7k 9k 11k 13k 

i) k P(X≥2),P(0<X<4) शोधा 

ii) x चा cdf बमळवा. 

उत्तर: 

i) P(X) साठी, आपल्याकडे 

∑𝑃(𝑥

6

𝑖=0

) = 1 

∴ 𝑘 + 3𝑘 + 5𝑘 + 7𝑘 + 9𝑘 + 11𝑘 + 13𝑘 = 1 

∴ 49𝑘 = 1 

∴ 𝑘 =
1

49
 

आता X चे प्रोबॅबबबिटी बडस्टि ीबू्यशनखािीि तक्त्यामधे्य दाखवल्याप्रमाणे आहे: 

X 0 1 2 3 4 5 6 

PX=x 149 349 549 749 949 1149 1349 

टेबिावरून, 

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑝(2) + 𝑝(3) + 𝑝(4) + 𝑝(5) + 𝑝(6) 

=
5

49
+
7

49
+
9

49
+
11

49
+
13

49
 

=
45

49
 

𝑃(0 < 𝑋 < 4) = 𝑝(1) + 𝑝(2) + 𝑝(3) 

=
3

49
+
5

49
+
7

49
 =

15

49
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ii) X चा Cdf: 

व्याखे्यनुसार, 

𝐹(𝑥𝑖) = 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 +⋯+ 𝑃𝑛    𝑖 = 1,2,3… , 𝑛 

∴ 𝐹(𝑥0) = 𝑃0 =
1

49
 

∴ 𝐹(𝑥1) = 𝑃0 + 𝑃1 =
1

49
+
3

49
=
4

49
 

∴ 𝐹(𝑥2) = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 =
4

49
+
5

49
=
9

49
 

∴ 𝐹(𝑥3) = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 =
9

49
+
7

49
=
16

49
 

∴ 𝐹(𝑥4) = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4 =
16

49
+
9

49
=
25

49
 

∴ 𝐹(𝑥5) = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4 + 𝑃5 =
25

49
+
11

49
=
36

49
 

∴ 𝐹(𝑥6) = 𝑃0 + 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4 + 𝑃5 + 𝑃6 =
36

49
+
13

49
=
49

49
= 1 

अशाप्रकारे, X चा cdf खािीि तक्त्यामधे्य दाखवल्याप्रमाणे आहे, 

X 0 1 2 3 4 5 6 

F(xi) 149 449 949 1649 2549 3649 1 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. 33 नाण्याांच्या टॉसमधून बमळणाऱ्या हेडच्या सांखे्यसाठी एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य बकती आहे? 

2. एका मानक डेकवरून सहा काडे बवकिी जातात, िमाची पवात न करता. जर एक बकां वा अबधक एसेस 

आिे तर खेळाडूिा 45 रुपये बजांकतात. अन्यिा तो बकां वा ती 30 रुपये गमावते. खेळाडूची एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य 

बकती आहे? 

3. सोळा फासे बफरविे जातात आबण िम न िाविेिे बनकाि नोांदविे जातात. जर बकमान पाच िटकार आिे 

तर खेळाडूिा 70 रुपये बजांकतात, अन्यिा खेळाडूांना 4 रुपये द्यावे िागतात. खेळाडूांना एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य 

बकती आहे? 

2.3 वे्हररएन्स (Variance): 

वे्हररएन्स ही एक सॅ्टबटस्टस्टक्सकि माप आहे जी डेटा पॉइांट्सच्या सांचाचा प्रसार बकां वा बवसजतन दशतवते. ते 

डेटासेटमधीि डेटा पॉइांट्स सरासरी (सरासरी) मूल्यापेक्षा बकती वेगळे आहेत हे दशतवते. 

उच्च वे्हररएन्स दशतवते की डेटा पॉइांट्स सरासरीिोवती बवसृ्ततपणे पसरिेिे आहेत, तर कमी वे्हररएन्स दशतवते की 

ते सरासरीिोवती जवळून क्लस्टर केिेिे आहेत. वे्हररएन्स डेटासेट मधीि पररवततनशीिता समजून घेण्यास मदत 

करते. वरीि उदाहरणात, 3.7 चे वे्हररएन्स सूबचत करते की डेटा पॉइांट्स सरासरीपासून काही प्रमाणात पसरिेिे 

आहेत. वास्तबवक-जगातीि अनुप्रयोगाांमधे्य, जोखीम मूल्याांकन करण्यासाठी बवत्त मधे्य, सुसांगतता मोजण्यासाठी 

गुणवत्ता बनयांिण मधे्य आबण इतर अनेक के्षिात पररवततनशीितेचे बवशे्लिण करण्यासाठी वे्हररएन्स वापरिी जाते. 

वे्हररएन्सचा फॉमु्यतिा 

1.पोपुिेिन वे्हररएन्स (Population Variance)( 𝝈𝟐): 

 पोपुिेशन वे्हररएन्सचा फॉमु्यतिा: 

𝝈𝟐 =
∑ (𝒙𝒊 − 𝝁)

𝟐𝑛
𝑖=1

𝑁
 

जेिे: 

 σ2हा पोपुिेशन वे्हररएन्स आहे. 
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 xi हा पोपुिेशनतीि प्रते्यक डेटा बबांदू दशतवतो. 

  μ हा पोपुिेशनचा सरासरी आहे. 

  N हा पोपुिेशनतीि डेटा बबांदूांची एकूण सांख्या आहे. 

2. सॅम्पि वे्हररएन्स (Sample Variance) (s²): 

सॅम्पि वे्हररएन्सचा फॉमु्यतिा: 

𝑺𝟐 =
∑ (𝒙𝒊 − �̅�)

𝟐𝑛
𝑖=1

𝑛 − 1
 

जेिे: 

 S2 हा सॅम्पि वे्हररएन्स आहे. 

 xi हा सॅम्पितीि प्रते्यक डेटा बबांदू दशतवतो. 

 x̅ हा सॅम्पिचा मध्य आहे. 

 n हा सॅम्पितीि डेटा बबांदूांची एकूण सांख्या आहे. 

2.3.1 एक्स्पेके्टड वॅ्हलू्य आशण वे्हररएन्स यांच्यातीि संबंध: 

एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य वापरून खािीि प्रकारे वे्हररएन्स देखीि व्यक्त केिी जाऊ शकते: 

𝑉𝑎𝑟(𝑿)  =  𝑬{[𝑿 − 𝑬(𝒙)]
𝟐
} 

एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य आबण वे्हररएन्स याांच्यातीि सांबांध अबधक स्पष्टपणे दशतबवण्यासाठी हे सूि बवसृ्तत केिे जाऊ शकते: 

𝑽𝒂𝒓(𝑿)  =  𝑬{[𝑿 − 𝑬(𝒙)]𝟐}  =  𝑬{𝑿𝟐 −  𝟐𝑿𝑬(𝑿) + [𝑬(𝑿)]𝟐} 

बिबनअरटीचे एक्स्पेरेशन वापर करून, हे होते: 

𝑽𝒂𝒓(𝑿)  =  𝑬[𝑿𝟐]  −  𝟐𝑬(𝑿)𝑬(𝑿) + [𝑬(𝑿)]𝟐  =  𝑬[𝑿𝟐]  −  [𝑬(𝑿)]𝟐 

म्हणून, रँडम वे्हररअबि X चा फरक X च्या वगातच्या एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य आबण X च्या एक्स्पेरेड वॅ्हलू्यच्या वगाततीि 

फरक म्हणून मोजता येतो: 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 

उदाहरण 

1) नमुना डेटाच्या वे्हररएन्सची गणना करा: 7, 11, 15, 19, 24 

उत्तर: आमच्याकडे डेटा आहे 7, 11, 15, 19, 24 

डेटाचा मीन शोधा. 

x ̄ = (7 + 11 + 15 + 19 + 24)/5 

 = 76/5 

   = 15.2 

वे्हररएन्सचे सूि वापरून आपल्यािा बमळते, 

S2 =
∑ (xi − x̅)

2n
i=1

n − 1
 

= 
(67.24 +  17.64 +  0.04 +  14.44 +  77.44)

(5 –  1)
 

     =  176.8/4 

     =  44.2 

2) जर डेटाचा फरक 12 असेि आबण सरासरीपासून डेटाच्या वगत फरकाांची बेरीज 156 असेि तर बनरीक्षणाांची 

सांख्या काढा. 

उत्तर: आमच्याकडे, 

(xi − μ)
2 =  156 

𝜎2  =  12 

वे्हररएन्सचे सूि वापरून आपल्यािा बमळते, 
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σ2 =
∑ (xi − μ)

2n
i=1

N
 

12 =  156/𝑛 

𝑛 =  156/12 

𝑛 =  13 

2.3.2 संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन (Standard Deviation): 

जरीसॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशनची कल्पना बडस्टिट आबण कां बटनु्यअस रँडम वे्हररएबल्ससाठी सारखीच असिी तरी, आपण 

ज्या पद्ती ांनी त्याची गणना करतो त्या वे्हररएबिच्या प्रकारानुसार काही प्रमाणात बदितात. कां बटनु्यअस रँडम 

वे्हररएबिच्या सँ्टडडत बवचिन आबण बडस्टिट रँडम वे्हररएबिमधीि मुख्य फरक खािी बदिे आहेत. 

1.  शडस्तिट रँडम वे्हररअबिचे संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन (Standard deviation of discrete random 

variable): 

बडस्टिट रँडम वे्हररअबिसाठी, सँ्टडडत बवचिन हे मोजते की रँडम वे्हररएबिचे वैयस्टक्तक पररणाम एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य 

(सरासरी) पासून बकती बवचबित होतात, बजिे पररणाम वेगळे, मोजण्यायोग्य मूले्य असतात. 

सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन मोजण्यासाठी पायऱ्या: 

a) एक्स्पेके्टड वॅ्हलू्य(सरासरी) िोधा: 

𝐸(𝑥) =∑𝑥𝑖 ⋅ 𝑃(𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

 

बजिे 𝑥𝑖 रँडम वे्हररएबि बवबशष्ट सांिाव्य मूले्य X आहेत आबण (𝑥𝑖) ही प्रते्यक मूल्याची सांिाव्यता आहे xi 

b) 𝐄(𝐗𝟐)ची गणना करा: 

𝐸(𝑋2) =∑𝑥2𝑖 ⋅ 𝑃(𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) 

c)वे्हररएन्स िोधा: सूि वापरा: 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 

d) संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन िोधा: शेवटी, सॅ्टांडडत  बडस्टव्हएशन हे वे्हररएन्सचे वगतमूळ आहे: 

𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

2. कंशटनू्यअस रँडम वे्हररएबिचे संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन (Standard deviation of continuous random 

variable):  

कां बटनू्यअस रँडम वे्हररएबिचे सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन एक्स्पेरेड वॅ्हलू्यिोवती असिेल्या मूल्याांच्या शे्रणीचे मोजमाप करते, 

परां तु पॉबसबि आउटकम्स अगबणत आबण अांतहीन असतात. बवबशष्ट शे्रणीतीि कोणतेही मूल्य (जसे की 0 आबण 1 मधीि 

वास्तबवक सांख्या, बकां वा वास्तबवक रेिेवरीि कोणताही मध्याांतर) कां बटनू्यअस रँडम वे्हररएबििा बनयुक्त केिे जाऊ 

शकते. 

संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन मोजण्यासाठी पायऱ्या: 

a) एक्स्पेके्टड वॅ्हलू्य िोधा (सरासरी): प्रोबाबबबिटी डेस्टन्सटी फां क्शनf(x) असिेल्या कां बटनू्यअस रँडम वे्हररएबि X 

साठी एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य खािीिप्रमाणे बदिे आहे: 

𝐸(𝑥) = ∫ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

 

बजिे f(x) हे वे्हररएबिचे प्रोबाबबबिटी डेस्टन्सटी फां क्शनआहे. 

b) 𝑬(𝑿𝟐)िोधा: 𝑋2चे एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य आहे: 

𝐸(𝑥2) = ∫ 𝑥2. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
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b) वे्हररएन्स िोधा: वे्हररएन्स आहे: 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 

d) संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन िोधा: शेवटी, सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन हे वे्हररएन्सचे वगतमूळ आहे: 

𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

उदाहरणे: 

1) 52 पत्त्ाांच्या चाांगल्या प्रकारे हिविेल्या पॅकमधून दोन पते्त सिग काढिी जातात. एक्काच्या सांखे्यचा मीन आबण 

वे्हररयन्स शोधा. 

उत्तर: X हा एक्याची सांख्या दशतबवणारा एक रँडम वे्हररएबि समजा. X ची पॉबसबि आऊट कम्स 0,1,2 आहेत. 

𝑃(𝑋 = 𝑥 = 0) = 𝑝(एक्का नसन आबण एक्का नसन) 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑝(एक्का नसन) ×  𝑝(एक्का नसन) 

𝑃(𝑋 = 0) =
48

52
×
48

52
 

𝑃(𝑋 = 0) =
144

169
 

𝑃(𝑋 = 𝑥 = 1) = 𝑝(एक्का आबण  एक्का नसन बकां वा एक्का नसन आबण एक्का) 

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝(एक्का आबण  एक्का नसन) +  𝑝(एक्का नसन आबण एक्का) 

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝(एक्का) ×  𝑝(एक्का नसन) + 𝑝(एक्का नसन) ×  𝑝(एक्का) 

𝑃(𝑋 = 1) =
4

52
×
48

52
+
48

52
×
4

52
 

𝑃(𝑋 = 1) =
24

169
 

𝑃(𝑋 = 𝑥 = 2) = 𝑝(एक्का आबण  एक्का) 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑝(एक्का) ×  𝑝(एक्का) 

𝑃(𝑋 = 2) =
4

52
×
4

52
 

𝑃(𝑋 = 2) =
1

169
 

म्हणून प्रोबाबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन असे बदिे आहे, 

X 0 1 2 

P(x) 144

169
 

24

169
 

1

169
 

 

𝐸(𝑋) =∑𝑥𝑖 ⋅ 𝑃(𝑥𝑖

2

𝑖=0

) = 𝜇 = 0 ×
144

169
+ 1 ×

24

169
+ 2 ×

1

169
=
26

169
 

𝐸(𝑋2) =∑(𝑥𝑖)
2 ⋅ 𝑃(𝑥𝑖

2

𝑖=0

) = 02 ×
144

169
+ 12 ×

24

169
+ 22 ×

1

169
=
28

169
 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 = 
28

169
− (

26

169
)
2

=
24

169
 

2) जर तुम्ही सहा बाजू असिेिा फासा रोि केिा तर पॉबसबि आऊटकम्स 1,2,3,4,5 आबण 6 असतीि, प्रते्यकाची 

प्रोबाबबबिटी 16 असेि. शोधा i) एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य ii) वे्हररएन्स iii) सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन 

उत्तर: येिे पॉबसबि आऊटची प्रोबाबबबिटी आहे, 

येिे पॉबसबि आऊटची प्रोबाबबबिटी आहे, 
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 P(X = 1) =
1

6
 P(X = 2) =

1

6
, P(X = 3) =

1

6
P(X = 4) =

1

6
, P(X = 5) =

1

6
, P(X = 6) =

1

6
 

एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य, 

𝐸(𝑥) =∑𝑥𝑖 ⋅ 𝑃(𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 3.5 

वे्हररएन्स,𝑽𝒂𝒓(𝑿)  =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 =  2.92. 

सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन, 𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) अांदाजे 1.71 आहे. 

𝟑)  0 आबण 1 मधीि युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशनचा बवचार करा, बजिे प्रोबाबबबिटी डेस्टन्सटी फां क्शन 

𝑓(𝑥) = 1     साठी  0 ≤ 𝑥 ≤ 1 साठी आहे. 

उत्तर: एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य, 

𝐸(𝑥) = ∫ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

=
1

2
 

वे्हररएन्स, 𝑽𝒂𝒓(𝑿)  =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 =
1

12
 

सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन, 𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) = √
1

12
≈ 0.29 

2.4 बनोिी शडस्टरीबू्यिन (Bernoulli Distribution): 

बनौिी बडस्टि ीबू्यशन हे अशा पररस्टथिती ांमधे्य प्रोबॅबबबिटी मोजण्यासाठी एक मूििूत साधन म्हणून पररिाबित केिे 

आहे बजिे फक्त दोन पयातय असतात (म्हणजेच बायनरी बसचु्यएशन), जसे की उत्तीणत होणे बकां वा अपयशी होणे, 

बजांकणे बकां वा हरणे, बकां वा सरळ हो बकां वा नाही. बनौिी बडस्टि ीबू्यशन हे नाणे उिटण्यासारखे असू शकते. बायनरी 

पररस्टथिती ांमधे्य फक्त दोन शक्यता असतात: यश बकां वा अपयश. उदाहरणाित, नाणे उिटवताना, ते हेड्सवर उतरू 

शकते, जे यश(सके्सस) दशतवते; बकां वा टेि, जे अपयश(फेबियर) दशतवते. हेड्स बमळबवण्याची शक्यता p आहे आबण 

टेि बमळण्याची शक्यता 1-p बकां वा q आहे. 

2.4.1 व्याख्या(Definition)(डेशिनेिन): 

बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनात फक्त दोन पॉबसबि पररणामाांसह एक रँडम वे्हररएबि समाबवष्ट आहे. जेव्हा चि 1 च्या 

बरोबरीचा असतो, तेव्हा ते प्रोबॅबबबिटी p सह यश दशतवते तर जेव्हा चि 0 च्या बरोबरीचा असतो, तेव्हा ते फेबियर 

दशतवते. सके्ससची पॉबसबि q आहे, जी 1-p म्हणून मोजिी जाते. 

2.4.2 बनौिी शडस्टरीबू्यिन संबंशधत संज्ञा (Terminologies associated with Bernoulli Distribution) 

1. सके्सस आशण िेलु्यअर: बनौिी टि ायिमधे्य, बनकािाांना सके्सस (1) आबण िेलु्यअर (0) असे सांबोधिे 

जाते. 

2. प्रोबॅशबशिटी ऑि सके्सस (p): एकाच बनौिी टि ायिमधे्य सके्सस बमळण्याची शक्यता 0 आबण 1 च्या 

दरम्यान असते. 

3. प्रोबॅशबशिटी ऑि िेलु्यअर (q): फेबियरची शक्यता सके्सस बमळण्याच्या प्रोबॅबबबिटीिा पूरक असते 

आबण ती q म्हणून दशतबविी जाते, बजिे q = 1 - p 

4. रँडम वे्हररएबि (X): बनौिी बडस्टि ीबू्यशनच्या सांदिातत, X हा वे्हररएबि दशतबवतो जो 1 बकां वा 0 वॅ्हलू्य घेऊ 

शकतो, जो सके्सस होणाऱ्याांची सांख्या दशतबवतो. 

5. बनौिी टर ायि: फक्त दोन पॉबसबि आऊटकम्ससह एक इांबडस्टव्हजु्यअि एक्सपेररमेंट बकां वा टि ायि. 

6. बनौिी पॅरामीटर: हे बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनात सके्सस बमळण्याची शक्यता (p) दशतवते. 

7. एक्स्पेके्टड वॅ्हलू्य (सरासरी): बनौिी टि ायिच्या माबिकेतीि सरासरी बकां वा सरासरी बनकाि बहुतेकदा 

E[X] म्हणून दशतबविा जातो. 

8. वे्हररएन्स: रँडम वे्हररएबि X ची वॅ्हलू्य बकती बदितात हे शोधण्यासाठी एक उपाय. 
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9. बायनॉशमयि शडस्टरीबू्यिन: बनौिी बडस्टि ीबू्यशन हे बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनासाठी एक बबस्टल्डांग ब्लॉक आहे 

जे बनौिी टि ायिच्या बनबित सांखे्यतीि यशाांची सांख्या वणतन करते. 

10. जॉमेशटर क शडस्टरीबू्यिन: बनौिीपासून घेतिेिे आणखी एक बडस्टि ीबू्यशन, जे पबहिे सके्सस 

बमळबवण्यासाठी आवश्यक असिेल्या टि ायिच्या सांखे्यचे मॉडेि करते. 

11. शनगेशटव्ह बायनॉशमयि शडस्टरीबू्यिन: हे बडस्टि ीबू्यशन बवबशष्ट सांखे्यतीि सके्सस बमळबवण्यासाठी 

आवश्यक असिेल्या टि ायिच्या सांखे्यचे वणतन करते. हे बनौिी टि ायिमधून देखीि घेतिे जाते. 

2.4.3 बनौिी शडस्टरीबू्यिन सूि (Formula of Bernoulli Distribution) 

बनौिी बडस्टि ीबू्यशन सूि दोन पॉबसबि आऊटकम्सच्या प्रोबॅबबबिटीचे वणतन करण्यासाठी वापरिे जाते. सके्सस 

आबण फेबियर. ते X ~ बनौिी (p) म्हणून दशतबविे जाऊ शकते, ज्यामधे्य पॅरामीटर p सके्ससची प्रोबॅबबबिटी 

दशतबवतो. बनौिी बडस्टि ीबू्यशन ,प्रोबाबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन फां क्शन (PDF) आबण कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन 

(CDF) द्वारे बदिे जाऊ शकते. 

I.बनौिी शडस्टरीबू्यिणासाठी प्रोबाशबशिटी शडस्टरीबू्यिन िंक्शन (Probability Distribution Function 

for Bernoulli Distribution) 

PDF एका बडस्टिट रँडम वे्हररअबिची से्पबसबफक वॅ्हलू्य घेण्याची प्रोबाबबबिटी मोजते. बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनसाठी, ते 

सके्सस (1) बकां वा फेलु्यअर (0) बमळण्याची प्रोबाबबबिटी शोधण्यात मदत करते. 

𝑃(𝑋 = 𝑥) =  𝑝𝑥(1 − 𝑝)1−𝑥, 𝑥 =  0, 1;      0 <  𝑝 <  1 

येिे,  

 फक्त 0 बकां वा 1 असू शकते. 

 P(X = x) म्हणून दशतबविेिे PDF, रँडम वे्हररअबि X हे से्पबसबफक वॅ्हलू्य x च्या बरोबरीचे असण्याची 

प्रोबाबबबिटी मोजते. 

 जर x=1 (सके्सस), तर प्रोबाबबबिटी p आहे. 

 जर x=0 (फेबियर), तर प्रोबाबबबिटी q आहे, जी p ची पूरक आहे आबण (1 - p) म्हणून देखीि बिबहता 

येते. 

II. बनोिी शडस्टरीबू्यिन साठी कमु्यिेटीव शडस्टरीबू्यिन िंक्शन(Cumulative Distribution Function 

for Bernoulli Distribution) 

CDF एका बवबशष्ट वॅ्हलू्यपेक्षा कमी बकां वा समान असिेल्या रँडम वे्हररअबिच्या प्रोबाबबबिटीची गणना करते. 

बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनमधे्य, ते आपल्यािा 1 बकां वा 0 पेक्षा कमी बकां वा इक्वि वॅ्हलू्य बमळण्याची शक्यता साांगते. 

F(x) = P(X = x) = {
0, x < 0

1 − p, 0 ≤ x < 1
1, x ≥ 1

 

 येिे, 

 CDF, जो P(X ≤ x) म्हणून दशतबविा जातो, तो X ने x पेक्षा कमी बकां वा इक्वि वॅ्हलू्य घेण्याची प्रोबाबबबिटीची 

बनबित करतो. 

 जर x < 0 असेि, तर प्रोबाबबबिटी 0 असेि. 

 जर x 0 आबण 1 च्या दरम्यान असेि, तर प्रोबाबबबिटी 1 - p असेि. 

 जर x ≥ 1 असेि, तर प्रोबाबबबिटी 1 असेि. 

2.4.4 बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनचे मीन आशण शडिरन्स (Mean and Variance of Bernoulli Distribution): 

I.बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनचे मीन (Mean (μ) of Bernoulli Distribution) 

जेव्हा आपण मोठ्या सांखे्यने स्वतांि बनौिी टि ायि करतो तेव्हा सरासरी, ज्यािा एक्स्पेरेड वॅ्हलू्यअसेही म्हणतात, 

एवरेज आऊटकम दशतवते. सोप्या िािेत साांगायचे तर, जर हा प्रयोग अनेक वेळा केिा गेिा, तर एवरेज एक्स्पेरेड 

एवरेज बनकाि प्रदान करते. बवशेितः  बनौिी बवतरणासाठी, एवरेज सके्ससची प्रोबाबबबिटी दशतवते (p). 
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उदाहरण 

जर सके्ससची प्रोबाबबबिटी 05 असेि, तर अपेबक्षत बनकाि 0.5 असेि. 

E[X]  =  μ =  p 

बनौिी रँडम वे्हररअबि X साठी P(X =  1) =  p (सके्ससची प्रोबाबबबिटी), आबण 

P(X =  0) = q = 1 − p (फेबियरची प्रोबाबबबिटी). एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य (मीन) E[X] म्हणून गणना केिी जाते: 

E[X]  =  [P(X =  1)  ×  1]  + [P(X =  0)  ×  0] 

E[X]  =  (p ×  1)  + (q ×  0) 

E[X] = 𝜇 = p 

II. बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनचे वे्हररयन्स (Variance of Bernoulli Distribution): 

वे्हररयन्स म्हणजे सरासरीपासून सांिाव्य पररणाम बकती पसरिे आहेत याचे मोजमाप. बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनसाठी, 

वे्हररयन्सचे सूि p(1 - p) आहे. वे्हररयन्स ही सके्ससची प्रोबाबबबिटी (p) आबण फेबियरची प्रोबाबबबिटी (q = 1 - p) 

यावर अविांबून असते. या दोन प्रोबाबबबिटीचा गुणाकार करून बवस्तार बकां वा एक्स्पेरेड वॅ्हलू्यपासून बवचिन 

बनबित केिे जाते. जेव्हा p 0.5 च्या जवळ असेि तेव्हा बवस्तार मोठा असेि. दुसरीकडे, जेव्हा p 0 बकां वा 1 च्या 

जवळ असेि तेव्हा प्रसार िहान असेि. 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) = 𝜎2 =  𝒑(𝟏 − 𝑷)𝒐𝒓  𝒑𝒒 

𝑽𝒂𝒓(𝑿) =  𝑬[𝑿𝟐] − [𝑬(𝑿)]𝟐 

𝑬[𝑿𝟐]च्या गुणधमाांचा वापर करून, आमच्याकडे आहे, 

𝐸[𝑿𝟐]  =  (12 ×  𝑝)  + (02 ×  𝑞) 

𝐸[𝑿𝟐]  =  𝑝 

𝐸[𝑿𝟐]  = (1 ×  𝑝)2 + (0 ×  𝑞)2 

𝐸[𝑿𝟐] = 𝑝2 

म्हणून, ही मूले्य पुन्हा वे्हररयन्स सूिात बदिणे: 

Var[X] = p - 𝑝2 

Var[X] = 𝛔𝟐 = p(1 - p) or pq 

हे आपल्यािा बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनच्या वे्हररयन्सचे सूि देते, जे p(1 - p) बकां वा pq आहे. 

2.4.5 बनौिी शवतरणाचे गुणधमग (Properties of Bernoulli Distribution): 

1. बायनरी आउटकम (Binary Outcomes): बनौिी बवतरण केवळ दोन सांिाव्य आउटकमाांसह 

पररस्टथिती ांचे मॉडेि बनवते, जसे की सके्सस (1) आबण फेबियर (0). 

2. कॉनं्स्टट प्रोबाशबशिटी (Constant Probability): बनौिी बडस्टस्टि बु्यशणातीि सवत चाचण्याांमधे्य 

सके्ससची प्रोबाबबबिटी (p) सुसांगत राहते. 

3. इंशडपेंडेंट टर ायल्स (Independent Trials):प्रते्यक टि ायल्सचा बनकाि त्यानांतरच्या टि ायल्समुळे प्रिाबवत 

होत नाही. 

4. कॉस्तलिमेंटरी प्रोबाशबशिटी (Complementary Probability): फेबियरची प्रोबाबबबिटी (q) सके्ससची 

प्रोबाबबबिटी (p) १ मधून वजा करून शोधता येते; q = 1-p. 

5. इंशडपेंडेंट प्रोबाशबशिटी शडस्तस्टरबु्यिन(Discrete Probability Distribution): बनौिी बडस्टस्टि बु्यशन 

मयातबदत सांखे्यने बिन्न आउटकम असतात ज्यामुळे ते एक स्वतांि बवतरण बनते. 

6. एक्स्पेके्टड वॅ्हलू्य (मीन)( Expected Value): बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनचा सरासरी सके्ससच्या प्रोबाबबबिटी 

इतका असतो (p), जो एवरेज बनकाि दशतवतो. 

7. वे्हररयन्स(Variance): वे्हररयन्स (pq) बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनातीि आउटकम  सरासरीपासून कसे 

बवचबित होतात हे मोजते. 
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2.4.6 बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनचा ग्राि (Bernoulli Distribution Graph): 

बनौिी बडस्टस्टि बु्यशनचा ग्राफ हा फक्त दोन बार असिेिा एक साधा बार चाटत आहे. 

1. एक बार बनकाि "1" दशतबवतो (सामान्यतः  सके्सस दशतबवतो), आबण त्याची उांची सके्ससच्या प्रोबाबबबिटीशी 

जुळते, "p." 

2. दुसरा बार बनकाि "0" दशतबवतो (सामान्यतः  फेबियर दशतबवतो), आबण त्याची उांची फेबियर ची प्रोबाबबबिटी 

दशतवते, "q," बजिे q = 1 – p 

 

Figure 2.3: बनौिी शडस्तस्टरबु्यिनचा ग्राि (Bernoulli Distribution Graph): 

2.4.7 बनौिी टर ायल्स (Bernoulli Trial) 

बनौिी टि ायल्सचे वणतन असे केिे जाते की ज्याांचे दोन पॉबसबि आउटकम आहेत, सके्सस आबण फेलु्यअर, हो आबण 

नाही, बकां वा हेड आबण टेि. प्रते्यक टि ायल्समधे्य, सके्ससची शक्यता (p) आबण फेलु्यअरची शक्यता (q) असते. 

टि ायल्सचे नाव स्टस्वस गबणतज्ञ जेम्स बनौिी याांच्या नावावरून ठेवण्यात आिे आहे ज्याांनी प्रोबाबबबिटीच्या के्षिात 

महत्त्पूणत योगदान बदिे. बनौिी टि ायल्सची बवबशष्ट उदाहरणे म्हणजे- 

• नाणे उिटवणे (हेड बकां वा टेि) 

• आज पाऊस पडेि की नाही हे ठरवणे (हो बकां वा नाही) 

• नवजात बाळाचे (मुिगी बकां वा मुिगा) बिांग बनबित करणे. 

2.4.8 बनौिी टर ायल्सच्या अटी(Conditions of Bernoulli Trials) 

1. टि ायल्सची बनबित आबण मयातबदत सांख्या आहे. 

2. प्रते्यक टि ायल्स दुसऱ्या टि ायल्सपासून इांबडपेंडेंट आहे म्हणजेच एका टि ायल्सचा बनकाि इतराांवर पररणाम 

करत नाही. 

3. प्रते्यक टि ायल्समधे्य, फक्त दोन पॉबसबि आउटकम आहेत, सके्सस बकां वा फेलु्यअर. या बनकािाांची 

प्रोबाबबबिटी सवत टि ायल्समधे्य सुसांगत राहते. 

उदाहरण 

1) बनः पक्षपाती नाणे उििवून हेड्स (यश) बमळण्याची प्रोबाबबबिटी शोधा. 

उत्तर: 

नाणे टाकण्याचा बनकाि X दशतबवतो. 

जर हेड्स असतीि तर X = 1, जर टेि असतीि तर X = 0. 

बनः पक्षपाती नाण्यासाठी p (सके्ससची प्रोबाबबबिटी) 0.5 आहे आबण  

q (फेलु्यअरची प्रोबाबबबिटी) = 1-0.5आहे 

p = 0.5. 

2) जर एखाद्या बवद्यार्थ्ातिा बहुपयातयी परीके्षत उत्तीणत होण्याची प्रोबाबबबिटी 60% असेि, तर तो नापास होण्याची 

प्रोबाबबबिटी बकती आहे? 

उत्तर: 
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P(X = 0) = q (फेलु्यअर होण्याची प्रोबाबबबिटी) 

बदिेिे, p = 0.6 (सके्सस होण्याची प्रोबाबबबिटी) 

q = 1 − p 

q = 1 – 0.6 

q = 0.4 

3) जर तुम्ही एका सॅ्टांडडत डेकवरून काडत काढिे तर नॉन-एक्का काडत (एक्कानसणां) काढण्याची प्रोबाबबबिटी बकती 

आहे? 

उत्तर: 

P(X = 0) = q (फेलु्यअरची प्रोबाबबबिटी) 

बदिे,𝑝 = 1/13 म्हणजेच, सके्ससची प्रोबाबबबिटी, एक्का काढणे 

q = 1 - p 

𝑞 =  1 −
1

13
 

𝑞 =  
12

13
 

4) जेम्स 10 चेंडूांच्या बॅगमधून 5 वेळा चेंडू काढतो ज्यामधे्य 5 िाि आबण 5 बहरवे चेंडू बदिून घेतिे जातात. हे 

बनौिी टि ायल्सचे उदाहरण आहे का ते तपासा. 

उत्तर: बनौिी टि ायल्सच्या सवत अटी पूणत झाल्या आहेत का ते आपल्यािा तपासावे िागेि. 

जेम्स 5 वेळा चेंडू काढतो, म्हणजेच टि ायल्सची सांख्या 5 आहे जी मयातबदत आहे. 

बॉि बदििा असल्याने, प्रते्यक टि ायल्स इांबडपेंडेंट असते. 

फक्त दोनच पॉबसबि आउटकम आहेत - िाि आबण बहरवा 

िाि चेंडू काढण्याची प्रोबाबबबिटी = बहरवा चेंडू काढण्याची प्रोबाबबबिटी =
15

10
 = 

1

2
 

याचा अित बनौिी टि ायल्सच्या सवत अटी पूणत झाल्या आहेत. 

म्हणून आपण म्हणतो की, बदिेिे उदाहरण बनौिी प्रयोग आहे. 

5) एका फुटबॉि खेळाडूने प्रते्यक शॉटवर गोि बमळण्याची प्रोबाबबबिटी 0.6 च्या 7 इांबडपेंडेंट फ्री शॉट्स मारिे. 

टि ायल्सची सांख्या आबण प्रते्यक शॉटमधे्य गोि न बमळण्याची प्रोबाबबबिटी बनबित करा. 

उत्तर: बदिेिा केस बनौिी टि ायल्सचे उदाहरण आहे कारण टि ायल्सची सांख्या 7आहे जी मयातबदत आहे. 

फक्त दोनच सांिाव्य पररणाम आहेत - गोि बमळणे आबण गोि न बमळणे. 

प्रते्यक टि ायल्स दुसऱ्यापासून इांबडपेंडेंट असते आबण गोि बमळण्याची शक्यता = 0.6 = सके्ससची 

प्रोबाबबबिटी 

⇒ गोि न बमळण्याची प्रोबाबबबिटी = फेबियरची प्रोबाबबबिटी = 1 − 0.6 =  0.4 

म्हणून, टि ायल्सची सांख्या 7 आहे आबण प्रते्यक शॉटमधे्य गोि न बमळण्याची प्रोबाबबबिटी 0.4आहे. 

2.4.9 युशनिॉमग शडस्टरीबू्यिन (Uniform Distribution): 

युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन म्हणजे प्रोबाबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन जे एका बवबशष्ट शे्रणीतीि सवत बनकािाांची समान शक्यता 

दशतवते. म्हणजेच प्रते्यक बनकाि येण्याची प्रोबाबबबिटी समान असते. बनः पक्षपाती डायच्या साध्या रोिशी व्यवहार 

करत असो बकां वा सतत मध्याांतरातून रँडम नांबर बनवडत असो, युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन रँडमनेस समजून घेण्यासाठी 

एक सरळ पण शस्टक्तशािी मॉडेि प्रदान करते. 

युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशनचे दोन प्रकार आहेत: बडस्टस्टि र युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन आबण कां बटनू्यअस युबनफॉमत 

बडस्टि ीबू्यशन (प्रािबमक साांस्टख्यकीमधे्य सवातत सामान्य प्रकार). ते रँडम वे्हररएबि, मीन आबण वे्हररएन्सचे घनता 

कायत पररिाबित करते. 

युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन म्हणजे असे बडतस्टि ीबू्यशन ज्यामधे्य समान प्रोबाबबबिटी असिेल्या घटनाांमुळे स्टथिर 

प्रोबाबबबिटी असते. त्यािा आयताकृती बवतरण (कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन) असेही म्हणतात. त्याचे दोन 
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पॅरामीटसत a आबण b आहेत: a = बकमान(Minimum) आबण b = कमाि(Maximum). बडस्टि ीबू्यशन U (a, b) 

असे बिबहिे आहे. 

व्याख्या(Definition)(डेशिनेिन): युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन म्हणजे प्रोबाबबबिटी बडस्टि ीबू्यशन एक प्रकार आहे 

बजिे प्रते्यक पॉबसबि बनकािाची समान प्रोबाबबबिटी असते. याचा अित असा की बदिेल्या शे्रणीतीि सवत मूले्य 

पाबहिी जाण्याची शक्यता समान असते. 

युशनिॉमग शडस्टरीबू्यिनचा ग्राि(Graph of Uniform Distribution): 

 

Figure 2.4: युशनिॉमग शडस्टरीबू्यिनचा ग्राि(Graph of Uniform Distribution) 

आपण दोन उदाहरणाांनी सहज समजू शकतो 

 बनः पक्षपाती डाय रोि करणे (बडस्टिट युबनफॉमत बडस्टस्टि बू्यशन) 

सहा बाजू असिेिा बनः पक्षपाती डाय रोि करताना, प्रते्यक फेस (1,2,3,4,5,6) वरच्या बदशेने उतरण्याची 

प्रोबाबबबिटी 16 इतकी असते. हे बडस्टिट युबनफॉमत बडस्टस्टि बू्यशनचे एक उतृ्कष्ट उदाहरण आहे. 

 ग्राफ(आिेख): फेअर डाय रोि करण्याचे प्रोबाबबबिटी मास फां क्शन (PMF) 

या उदाहरणातीि ग्राफ x-अक्षावर प्रते्यक पॉबसबि आउटकम (1 ते 6) आबण y-अक्षावर प्रोबाबबबिटी (16) 

दशतवेि. 

 रँडम नंबर जनरेिन (कंशटनू्यअस युशनिॉमग शडस्तस्टरबू्यिन)(Random Number Generation 

(Continuous Uniform Distribution)) 

समजा एक रँडम नांबर जनरेटर 0 आबण 1 दरम्यान एक ररयि वॅ्हलू्य तयार करण्यासाठी प्रोग्राम केिेिा आहे, या 

शे्रणीतीि प्रते्यक सांख्या समान प्रोबाबबबिटी असिेिी आहे. हे सतत एकसमान बडस्टस्टि बू्यशनचे उदाहरण आहे. 

 युशनिॉमग शडस्तस्टरबू्यिन िॉमुगिा(Uniform Distribution Formula) 

एक रँडम वे्हररएबि X हा - < a < b < ∞ या अांतराने एकसमानपणे बडस्टि ीबू्यट केिा जातो असे म्हटिे जाते. 

युबनफॉमत बडस्टस्टि बू्यशन फॉमुतिा, 

प्रोबाबबबिटी डेस्टन्सटी फां क्शन (pdf) 
f(x)  =  

1

( b –  a)
, a ≤  x ≤  b 

मीन (μ) 
∫ x. f(x)dx
b

a

=
1

b − a
(
x2

2
)
a

b

=
(a + b)

2
 

वे्हररयन्स (σ2 ) 
∫ x. f(x)dx
b

a

= 𝑉𝑎𝑟(𝑋) =  𝐸[𝑋2 ] − [𝐸(𝑋)]2

= ∫ x2.
b

a

1

b − a
dx − (

a + b

2
)
2

=
(b − a)2

12
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सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन (σ) 
√
(b − a)2

12
 

कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (cdf) 
= 
(x –  a)

(b –  a)
   for x ∈  [a , b] 

मेबडयन 
=
 (a +  b)

2
 

कां डीशनि प्रोबॅबबबिटी साठी =   P( c < x 

< d ) 

= (d –  c )  ×  f(x) 

=
 (d –  c)

(b –  a)
 

 

युशनिॉमग शडस्तस्टरबू्यिनचे टाईप्स(Types of Uniform Distribution): 

1. कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बू्यशन(Continuous Uniform Distribution): कां बटनू्यअस युबनफॉमत 

बडस्टस्टि बू्यशन म्हणजे असे बडस्टस्टि बू्यशन ज्यामधे्य बवबशष्ट शे्रणीमधे्य पररिाबित केिेल्या अनांत सांखे्यच्या 

मूल्याांची सांख्या असते. त्यात रेराांगु्यिर आकाराचा आिेख असतो ज्यािा रेराांगु्यिर बडस्टस्टि बू्यशन 

म्हणतात. ते कां बटनू्यअस स्वरूपाच्या मूल्याांवर कायत करते. उदाहरण: रँडम वॅ्हलू्य जनरेटर 

2. बडस्टस्टि र युबनफॉमत बडस्टस्टि बू्यशन(Discrete Uniform Distribution): बडस्टिट युबनफॉमत प्रोबॅबबबिटी 

बडस्टस्टि बु्यशन म्हणजे असे बडस्टस्टि बू्यशन ज्यामधे्य एका बवबशष्ट शे्रणीमधे्य मयातबदत सांखे्यने मूले्य पररिाबित 

केिी जातात. त्याच्या आिेखामधे्य प्रते्यक मयातबदत मूल्यासाठी बवबवध उभ्या रेिा असतात. ते अशा मूल्याांवर 

कायत करते जे वेगळे स्वरूपाचे असतात. उदाहरण: एक फासा गुांडाळिेिा असतो. 

या प्रकाराांची सबवस्तर चचात खािीिप्रमाणे करूया. 

 कंशटनू्यअस युशनिॉमग शडस्तस्टरबु्यिन शकंवा रेक्टांगु्यिर शडस्तस्टरबु्यिन(Continuous Uniform 

Distributions or Rectangular Distributions) 

कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशन, ज्यािा रेराांगु्यिर बडस्टस्टि बु्यशन असेही म्हणतात, हे प्रोबॅबबबिटी बडस्टस्टि बू्यशन 

आहे बजिे प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन (पीडीएफ) एका बवबशष्ट अांतरामधे्य स्टथिर असते आबण इतरि शून्य असते. याचा 

अित असा की मध्याांतरातीि सवत पररणाम समान सांिाव्य असतात. कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशन पररिाबित 

अांतराांमधे्य रॅांडमनेस समजून घेण्यासाठी आबण मॉडेबिांग करण्यासाठी एक साधी पण शस्टक्तशािी चौकट प्रदान 

करते, ज्यामुळे ते प्रोबॅबबबिटी बसद्ाांत आबण िागू साांस्टख्यकीमधे्य आवश्यक साधने बनतात. 

 प्रोबॅशबशिटी डेंशसटी िंक्शन (Probability Density Function)(PDF) 

कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशणाचे प्रोबॅबबबिटी डेंबसटी फां क्शन (पीडीएफ) एका बवबशष्ट अांतरािमधे्य येणाऱ्या 

रँडम वॅ्हलू्यची प्रोबॅबबबिटी पररिाबित करते. मध्याांतर [a, b] वर कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशनसाठी, पीडीएफ 

खािीिप्रमाणे बदिे जाते: 

𝑓(𝑥) =  
1 

(𝑏 – 𝑎)
   a ≤ x ≤ bसाठी 

आबण अन्यिा f(x) = 0. 

 

 

 कु्यमु्यिेटीव शडस्तस्टरबू्यिन िंक्शन (Cumulative Distribution Function)(CDF) 

कां बटनू्यअस युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशणाचे कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन (CDF) प्रोबॅबबबिटी देते की रँडम वॅ्हलू्य 

एका बवबशष्ट मूल्यापेक्षा कमी बकां वा समान आहे. [a, b] वर सतत एकसमान बडस्टस्टि बु्यशनसाठी, CDF अशी 

पररिाबित केिी आहे: 

𝐹(𝑥) =  
(x – a) 

(𝑏 – 𝑎)
 a ≤ x ≤ b साठी 

आबण 𝐹(𝑥)  =  0 ,x < a साठी, F(x) = 1 ,x > b साठी. 
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शडस्तिट आशण कंशटनू्यअस युशनिॉमग शडस्तस्टरबु्यिन यातीि िरक: 

खािीि तक्ता कां बटनू्यअस आबण बडस्टिट एकसमान बवतरणातीि फरक दशतबवतो: 

Aspect शडस्तिट युशनिॉमग शडस्तस्टरबु्यिन कंशटनू्यअस युशनिॉमग शडस्तस्टरबु्यिन 

आऊटकम 
पॉबसबि आऊटकमची मयातबदत बकां वा 

मोजण्यायोग्य सांख्या 
सततच्या अांतराने असांख्य पॉबसबि आऊटकम 

प्रोबॅबबबिटी 
प्रते्यक पररणामाची एक बवबशष्ट, समान 

प्रोबॅबबबिटी असते 

सांपूणत मध्याांतरात प्रोबॅबबबिटीडेस्टन्सटीस्टथिर असते, परां तु 

कोणत्याही बवबशष्ट एकाच बनकािाची प्रोबॅबबबिटी 0 

असते. 

उदाहरण 

बनः पक्षपाती डाय रोि करणे (6 पॉबसबि 

आऊटकम) 

– डेकवरून काडत काढणे (52 पॉबसबि 

आऊटकम) 

0 ते 1 दरम्यान रँडम वॅ्हलू्य बनमातण करणे 

– बस स्टॉपवर पोहोचण्याची वेळ (0 ते 10 

बमबनटाांदरम्यान) 

ग्राफ 

प्रते्यक बनकािाचे समान उांचीसह 

प्रबतबनबधत्व करणारे वैयस्टक्तक बार असिेिे 

प्रोबॅबबबिटी मास फां क्शन (PMF) 

प्रोबॅबबबिटी डेंबसटी फां क्शन (PDF) ज्यामधे्य 

मध्याांतरावर एक सपाट, सतत रेिा असते जी सवत 

बबांदूांवर समान शक्यता दशतवते. 

उदाहरण 

1) एका रँडम वे्हररएबि X चे युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशन (-2, 2) वर असते, 

(i) ज्यासाठी 𝑷(𝑿 > 𝒌)  =  
𝟏

𝟐
आहे असा k शोधा (ii) 𝑷(𝑿 > 𝒌)  =  

𝟏

𝟐
चे मूल्याांकन करा (iii) 𝐏[|𝑿 − 𝟏| < 𝟏] 

उत्तर: 

(i) X = f(x)  =  
𝟏

( 𝐛 – 𝐚)
 =

𝟏

(𝟐−(−𝟐))
 =

𝟏

𝟒
  

P(X > k) =  1 –  P(X ≤  k) =  1 –  ∫ f(x)dx
k

−2

= 1 −
1

4
∫ dx = 1 −
k

−2

(k + 2)

4
=
1

2
 

सोडवून आपल्यािा बमळते k = 0 

(ii) P(X < 1)  =  ∫ f(x)dx =
1

4
∫ dx =

3

4

1

−2

1

−2
        

(iii) P[|X − 1| < 1] =  P[1 − 1 < X < 1 + 1] =  

P[0 < X < 2] = ∫ f(x)dx
1

0

=
1

4
∫ dx =

1

4

1

0

 

2) जर X हे (-1, 4) मधे्य एकसारखे बवतररत केिे असेि तर 

(i) सरासरी (ii) फरक (iii) प्रमाण बवचिन (iv) मध्यक 

उत्तर: येिे, 𝒂 =  −𝟏 आबण 𝒃 =  𝟒  

𝑖) मीन (𝜇)  =  
(4 − 1)

2
 =  1.5 

(𝑖𝑖) वे्हररयन्स(𝜎2)  =  
(4 + 1)2

12
 =  2.08 

(𝑖𝑖𝑖) सॅ्टांडडत बडस्टव्हएशन(𝜎)  = √2.08 =  1.443 

(𝑖𝑣) मेशडअन  =  
(4 − 1)

2
 =  1.5 
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3) जर पारांपाररक पत्त्ाांच्या डेकमधे्य चार सूट असिेल्या पत्त्ाांच्या डेकमधे्य 52 पते्त असतीि: हाट्तस, से्पड, क्लब 

आबण डायमांड्स. प्रते्यक सूटमधे्य 13 पते्त असतात ज्यापैकी 3 पते्त फेस काडत असतात. नवीन डेक पत्त्ाांची सांख्या 

वगळून तयार केिा जातो. तर सुधाररत डेकमधून हाटत काडत बमळण्याची शक्यता बकती आहे? 

उत्तर: प्रश्ात, बदिेिी पत्त्ाांची सांख्या मयातबदत आहे म्हणून ती एक बडस्टिट युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशन आहे. 

बडस्टिट युबनफॉमत बडस्टस्टि बु्यशनतीि प्रोबॅबबबिटीचे सूि आहे 𝐏(𝐗) =
𝟏

𝐧
  

सुधाररत डेकमधे्य हाटत बमळण्याची शक्यता =
𝟏

𝟒
 =  𝟎. 𝟐𝟓 

4) रँडम वे्हररएबि X साठी युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन प्रोबाबबबिटी डेंबसटी फां क्शन वापरून, (0, 20), मधे्य,𝐏(𝟑 <

 𝐗 <  𝟏𝟔)शोधा.. 

 उत्तर: येिे, 𝐚 =  𝟎, 𝐛 = 𝟐𝟎 

𝐟(𝐱)  =
𝟏

(𝟐𝟎 − 𝟎)
  =

𝟏

𝟐𝟎
  

𝐏(𝟑 <  𝐗 <  𝟏𝟔)  =  (𝟏𝟔 –  𝟑)  ×  (
𝟏

𝟐𝟎
)  =  

𝟏𝟑

𝟐𝟎
  

5) रँडम वे्हररएबि X चे (-5, 6) वर युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन असते, x = 3 साठी कु्यमु्यिेटीव बडस्टस्टि बू्यशन फां क्शन 

शोधा. 

उत्तर: येिे, 𝐚 =  −𝟓, 𝐛 =  𝟔, 𝐱 =  𝟑 

𝐂𝐃𝐅 =
(𝟑 – (−𝟓))

(𝟔 – (−𝟓))
 =  

𝟖

𝟏𝟏
 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. एक रँडम वे्हररएबि X हा मध्याांतर [2,10] वर युबनफॉमत बडस्टि ीबू्यशन नांतर येतो. X, 4 आबण 8 च्या 

दरम्यान असण्याची प्रोबाबबबिटी शोधा. 

2. समजा एक कां बटनू्यअस रँडम वे्हररएबि Y मध्याांतर [0,5] वर युबनफॉमतिी बडस्टि ीबू्यट केिा गेिा आहे. 

a. एक्स्पेरेड वॅ्हलू्य E(Y) काढा. 

b. वे्हररयांस Var(Y) काढा. 

3. एक रँडम वे्हररएबि Z हा [3,15] वर युबनफॉमतिी बडस्टि ीबू्यट केिा गेिा आहे. Z चा CDF काढा आबण Z, 

9 पेक्षा कमी बकां वा समान असल्याची प्रोबाबबबिटी शोधण्यासाठी त्याचा वापर करा. 

2.4.10 एक्सपोनेस्तशियि शडस्टरीबू्यिन (Exponential distribution) 

एखाद्या फां क्शनचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन शोधण्यासाठी एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन सूि वापरिे जाते. 

एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन म्हणजे अशी प्रबिया ज्यामधे्य घटना स्टथिर सरासरी दराने स्वतांिपणे आबण सतत 

घडते. एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन बहुतेकदा मेमरी िेस बडस्टि ीबू्यशन म्हणून ओळखिे जाते कारण याचा अित 

असा होतो की िूतकाळातीि माबहतीचा िबवष्यातीि प्रोबाबबबिटीवर कोणताही पररणाम होत नाही. 

व्याख्या (Definition)(डेशिनेिन): 

एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशनसाठी, वे्हररएबि कां बटनू्यस आबण इांबडपेंडेंट असणे आवश्यक आहे. एक्सपोनेस्टशशयि 

बडस्टि ीबू्यशन सूि खािीिप्रमाणे बदिे आहे: 

𝐟(𝐱)  =  𝐦𝐞−𝐦𝐱  

𝐨𝐫 

𝐟(𝐱)  =  
𝟏

𝛍
 𝐞
(−
𝟏
𝛍
)𝐱

 

जेिे, m = 𝐟(𝐱) =  
𝟏

𝛍
= दर(रेट) पॅरामीटर बकां वा क्षय(बडके) पॅरामीटर. 

𝝁 = घटनाांमधीि सरासरी वेळ 

उदाहरण 
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1) एक पोस्टि क्लकत  त्याांच्या ग्राहकाांसोबत सरासरी 4 बमबनटे घािवतो. वेळेचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन 

असते. एक्सपोनेस्टशशयि फां क्शन सूि वापरून x = 5 वर फां क्शनचे मूल्य शोधा. 

उत्तर:बदिे μ =  4,x =  5 म्हणून m =  
1

μ 
=

1

4 
 =  0.25 

f(x)  =  me−mx  

f(x)  =  0.25 e(−0.25)5 

f(x)  =  0.072 

 

तर, फां क्शनचे मूल्य येिे x = 5 is 0.072. 

2) एका व्यक्तीिा एका काउांटरवर सरासरी 10 बमबनटे िागतात. वेळेचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन असते. 

एक्सपोनेस्टशशयि फां क्शन सूि वापरून x = 7 वर फां क्शनचे मूल्य शोधा. 

उत्तर: 

बदिे μ =  10, x =  7 म्हणून m =  
1

μ 
=

1

10 
 =  0.1 

f(x)  =  me−mx  

f(x)  =  0.1 e(−0.1)7 

f(x)  =  0.04966 

तर, फां क्शनचे मूल्य येिे x = 7 is 0.04966. 

3) बवद्यार्थ्ातिा कोणतीही समस्ा सोडवण्यासाठी िागणारा वेळ हा एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन नुसार येतो ज्याचा 

सरासरी वेळ 8 बमबनटे असतो. तो समस्ा सोडवण्यासाठी 5 बमबनटे िागण्याची प्रोबाबबबिटी बकती असेि? 

उत्तर: बदिे μ =  8, x =  5 म्हणून m =  
1

μ 
=

1

08 
 =  0.125 

f(x)  =  me−mx  

f(x)  =  0.125 e(−0.125)5 

f(x)  =  0.04966 

तर, फां क्शनचे मूल्य येिे x = 5 is 0.04966. 

4) एका बँकेत दर तासािा सरासरी 6 ग्राहक येतात. बँकेत सिग दोन ग्राहक येण्यामधीि वेळ 10 बमबनटे असण्याची 

प्रोबाबबबिटी बकती आहे? 

उत्तर: बदिे μ =  16 x =  10 म्हणून m =  
1

μ 
=

1

16 
 =  0.063 

f(x)  =  me−mx  

f(x)  =  0.063 e(−0.063)10 

f(x)  =  0.035 

तर, फां क्शनचे मूल्य येिे x = 10 is 0.035. 

5) प्लांबरिा समस्ा सोडवण्यासाठी िागणारा वेळ हा एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन नुसार येतो ज्याचा सरासरी वेळ 

12 बमबनटे असतो. समस्ा सोडवण्यासाठी त्यािा 5 बमबनटे िागण्याची प्रोबाबबबिटी बकती असेि? 

उत्तर: बदिे μ =  12 x =  5 म्हणून m =  
1

μ 
=

1

12 
 =  0.083 

f(x)  =  me−mx  

f(x)  =  0.083 e(−0.083)12 

f(x)  =  0.226 

तर, फां क्शनचे मूल्य येिे x = 12 is 0.226 

सरावासाठी उदाहरणे 

1)एका व्यक्तीिा साधारणपणे दर तासािा 2 फोन येतात. वेळेचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन असते. पुढच्या 

तासात फोन कॉि येणाऱ्या फां क्शनचे मूल्य शोधा. 
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2) एक दुकानदार त्याांच्या ग्राहकाांसोबत सरासरी 8 बमबनटे घािवतो. वेळेचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन असते. 

एक्सपोनेस्टशशयि फां क्शन सूि वापरून x = 7 वर फां क्शनचे मूल्य शोधा. 

3) एक ग्राहक काउांटरवर सरासरी 20 बमबनटे घािवतो. वेळेचे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन असते. 

एक्सपोनेस्टशशयि फां क्शन सूि वापरून x = 9 वर फां क्शनचे मूल्य शोधा 

4) वधातपनबदन काडत खरेदी करण्यासाठी जोडीदाराांना आठ बमबनटाांच्या सरासरी वेळेच्या एक्सपोनेस्टशशयि 

बडस्टि ीबू्यशन द्वारे मॉडेि करता येते. बवतरण बिहा, प्रोबाबबबिटी डेंबसटी फां क्शन साांगा आबण बडस्टि ीबू्यशनचा आिेख 

तयार करा. 

5) प्रवाशाांनी त्याांचे बवमान बतकीट खरेदी करण्याचे बदवस पुढे बकती आहेत हे एक्सपोनेस्टशशयि बडस्टि ीबू्यशन द्वारे 

मॉडेि करता येते ज्याचा सरासरी वेळ 15 बदवसाांचा असतो. प्रवासी दहा बदवसाांपेक्षा कमी वेळेपूवी बतकीट खरेदी 

करेि याची प्रोबाबबबिटी शोधा. सवत प्रवाशाांपैकी बनमे्म प्रवासी बकती बदवस वाट पाहतात? 
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युशनट 3 

नेटवकग  एनाशिशसस 

(Network analysis) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO3: नातेसांबांध आबण नेटवकत  सांरचनेच्या जबटि नमुनाचा अांदाज घेण्यासाठी नेटवकत  बवशे्लिण िागू करा. 

घटक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. बदलेल्या समसे्चे नेटवकत  डायग्राम तयार करा. 

2. बदलेल्या समसे्वर आधाररत बिबटकल पािची गणना करा. 

3. पीईआरटी अल्गोररदम वापरून समस्ा सोडवा. 

4. पीईआरटी वापरून अपेबक्षत प्रोजेर पूणत होण्याच्या तारखेची गणना करा. 

पररचय(Introduction) 

नेटवकत  हे बाांधकाम, देखिाल, फॅबिकेशन, खरेदी, सांगणक प्रणाली इन्स्टांटेशन, सांशोधन आबण बवकास बनयोजन 

इत्यादी के्षिातील मोठ्या प्रकल्पाांचे बनयोजन आबण वेळापिक तयार करण्यासाठी वापरले जाणारे तांि आहे. अशा 

अनेक ऑपरेशन्स ररसचत पररस्टथिती आहेत ज्याांचे मॉडेबलां ग आबण नेटवकत  म्हणून बनराकरण केले जाऊ शकते. 

नेटवकत  बवश्लेिण अनेक नावाांनी ओळखले जाते PERT (प्रोग्राम इवॅ्हल्युएशन अँड ररव््हयू टेस्टिक), CPM 

(बिबटकल पाि मेिड), PEP (प्रोग्राम इवॅ्हल्युएशन प्रोबसजर), हा धडा दोन अल्गोररदम सादर करेल.  

1. पीईआरटी (PERT) 

2. सीपीएम (CPM) 

3.1 नेटवकग  आकृतीचे बांधकाम (Network diagram construction) (बाण आकृती) 

नेटवकत  डायग्राम हे ताबकत क आबण अनुिबमकपणे जोडलेल्या ऍस्टरव्हीटी आबण प्रोजेरच्या इव्हेंटचे ग्राबफकल 

प्रबतबनबधत्व आहे. नेटवकत ला एरो डायग्राम देखील म्हणतात. पीईआरटी (प्रोग्राम इवॅ्हल्युएशन ररव््हयू टेस्टिक) आबण 

(बिबटकल पाि मेिड) ही दोन सवातत मोठ्या प्रमाणावर लागू केलेली तांिे आहेत. 

3.1.1 नेटवकग मधे्य सामान्यतिः  वापरि्या जाणाऱ्या काही संज्ञा खािीिप्रमाणे आहेत 

1. शक्रयाकिाप(ऍस्तक्टव्हीटी) (Activity) 

हा एखाद्या प्रोजेरचा िौबतकदृष्ट्या ओळखण्यायोग्य िाग आहे जो त्याच्या अांमलबजावणीसाठी वेळ आबण सांसाधने 

वापरतो. नेटवकत मधे्य, ऍस्टरव्हीटी बाणाद्वारे दशतबवला जातो, ज्याची टेि  प्रारांि दशतवते आबण हेड  ऍस्टरव्हीटी 

समाप्तीचे प्रबतबनबधत्व करते. बाणाची लाांबी, आकार आबण बदशा याांचा ऍस्टरव्हीटीच्या आकाराशी कोणताही सांबांध 

नाही. 

2. इव्हेंट (Event) 

हे एखाद्या ऍस्टरव्हीटीच्या सुरुवातीचे आबण अांबतम बबांदूचे प्रबतबनबधत्व करते. कायतिमाला वेळ लागत नाही. हे 

सामान्यतः  िमाांबकत वतुतळाद्वारे दशतबवले जाते.  हेड इव्हेंटला jth इव्हेंट म्हणतात ज्याला ith इव्हेंट म्हटल्या जाणाऱ्या 

टेल इव्हेंटपेक्षा नेहमीच जास्त सांख्या असते, म्हणजे j>i                                                             

ऍस्तक्टव्हीटी (Activity) 

                                                                                           

                                           इव्हेंट  (Event)                                 इव्हेंट  (Event) 

घटनाांचे तीन प्रकार आहेत 

i.मजग इव्हेंट (इव्हेंट)(Merge event): जेव्हा एकापेक्षा जास्त ऍस्टरव्हीटी येतात आबण इव्हेंट(घटनाां)मधे्य सामील 

होतात .अशा इव्हेंटला मजत इव्हेंट (घटनाां) म्हणून ओळखले जाते.  
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ii.बस्टग इव्हेंट (Burst Event): जेव्हा एकापेक्षा जास्त ऍस्टरव्हीटी इव्हेंट सोडतात तेव्हा अशा घटनेला बस्टत इव्हेंट 

म्हणून ओळखले जाते 

iii.मजग आशण बस्टग इव्हेंट(Merge and Burst event): मजत आबण बस्टत इव्हेंट: एखादी गबतबवधी मजत इव्हेंट 

आबण बस्टत इव्हेंट असू शकते कारण काही ऍस्टरव्हीटीच्या सांदिातत ती एक मजत इव्हेंट असू शकते  आबण काही 

इतर ऍस्टरव्हीटीच्या सांदिातत ती बस्टत इव्हेंट असू शकते (खालील बचिात दाखवल्याप्रमाणे) 

 

 
3. मागग (पाि) (Path) 

ऍस्टरव्हीटीची एक अखांड साखळी, सुरुवातीच्या इव्हेंटला इतर इव्हेंटशी(घटनेशी) जोडणारे बाण याला पाि 

म्हणतात. 

4. नेटवकग  आकृती (Network Diagram) 

हे ताबकत क आबण अनुिबमकपणे जोडलेले बाण (ऍस्टरव्हीटी) आबण नोड्स (इव्हेंट ) चे ग्राबफकल प्रबतबनबधत्व आहे 

जे एखाद्या प्रोजेरच्या ऍस्टरव्हीटी आबण इव्हेंटचे प्रबतबनबधत्व करते. 

5. समवती ऍस्तक्टव्हीटी (कॉंकरेंट ऍस्तक्टस्तव्हटी) (Concurrent Activity): समवती ऍस्टरव्हीटी म्हणून ओळखले 

जातात जे एकाच वेळी पूणत केले जाऊ शकतात. हे लक्षात घेतले जाऊ शकते की एखादी ऍस्टरव्हीटी एखाद्या 

इव्हेंटची बप्रडीसेसर बकां वा सके्ससर असू शकते बकां वा ती एक बकां वा अबधक इतर ऍस्टरव्हीटीसोबत असू शकते.  

6.पूवगवती शक्रयाकिाप (शप्रडीसेसर ऍस्तक्टव्हीटी) (Predecessor Activity): तयार केलेल्या नेटवकत  आकृती 

मधे्य, बवबशष्ट ऍस्टरव्हीटी सुरू करण्यापूवी पूणत करणे आवश्यक असलेल्या ऍस्टरव्हीटीना पूवतवती 

ऍस्टरव्हीटी(बप्रडीसेसर ऍस्टरव्हीटी) म्हणतात. आकृती 2.1 मधे्य इव्हेंट  A इव्हेंट  B चा पूवतवती आहे, इव्हेंट  B इव्हेंट  

E चा पूवतवती आहे. 

 
 

7. उत्तराशधकारी शक्रयाकिाप (सके्ससर ऍस्तक्टस्तव्हटी) (Successor Activity) 

तयार केलेल्या आकृतीमधे्य कोणत्याही बवबशष्ट ऍस्टरव्हीटीचे अनुसरण करणे आवश्यक असलेल्या ऍस्टरव्हीटीना 

उत्तराबधकारी ऍस्टरव्हीटी(सके्ससर ऍस्टरस्टव्हटी)म्हणतात 

8. डमी ऍस्तक्टव्हीटी (ऍस्तक्टस्तव्हटी) 

एक ऍस्टरस्टव्हटी जी एका ऍस्टरस्टव्हटी ची दुसऱ्यावर अवलां बबत्व दशतवते, परां तु कोणत्याही सांसाधनाचा वापर करत 

नाही त्याला डमी ऍस्टरस्टव्हटी म्हणतात. डमी सामान्यतः  बठपके असलेल्या रेिा बाणाांनी दशतबवल्या जातात जे खाली 

आकृती 3.1 मधे्य स्पष्ट केले आहे. 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        52 

 

Figure 3.1: डमी ऍस्तक्टव्हीटी (Dummy Activity) 

9. परस्पराविंबन (इंटरशडपेंडेंशस) (Interdependency) 

प्रोजेर मधे्य अनेक ऍस्टरस्टव्हटी असतात या सवत ऍस्टरस्टव्हटी एकमेकाांशी सांबांबधत असतात. सांपूणत प्रोजेर ची अनेक 

लहान-लहान (ऍस्टरव्हीटी)बियाकलापाांमधे्य बविागणी केली पाबहजे आबण त्याांचे अवलां बबत्व शोधले पाबहजे 

10. नेटवकग  डायग्राममधीि िुटी 

a) िूशपंग (Looping): काहीवेळा सदोि नेटवकत  िमामुळे आकृती 3.2 मधे्य वणतन केलेली स्टथिती उद्भवते. येिे D, 

E, F ऍस्टरस्टव्हटी एक लूप तयार करतात F पूणत होईपयांत ऍस्टरस्टव्हटी D सुरू होऊ शकत नाही, जे E च्या पूणततेवर 

अवलां बून असते परां तु E D च्या पूणततेवर अवलां बून असते. अशा प्रकारे नेटवकत  पुढे जाऊ शकत नाही. 

 

Figure 3.2: िूशपंग (looping) 

b) ड्यशगशिंगं (Dangling): ही अशी पररस्टथिती आहे बजिे अांबतम (ऍस्टरस्टव्हटी) बियाकलापाांव्यबतररक्त इतर 

(ऍस्टरस्टव्हटी)बियाकलापाांमधे्य कोणतेही सके्ससर (Successor) ऍस्टरस्टव्हटी नसतात. हे टाळण्यासाठी सांपूणत प्रोजेर 

ची सुरुवात एकच आबण एकच शेवटची बिया असावी. 

11.नोड ररपे्रसेंटेशन (Node representation): प्रोजेर मॅनेजमेंट नेटवकत  बवश्लेिणामधे्य, “नोड” एखाद्या 

प्रोजेरमधील बवबशष्ट ऍस्टरस्टव्हटी बकां वा इव्हेंटचे प्रबतबनबधत्व करतो आबण नोड्समधील सांबांध त्या 

(ऍस्टरस्टव्हटी)बियाकलापाांमधील अवलां बबत्व बकां वा अनुिम दशतबवतो, त्याांना नेटवकत  आकृतीवर जोडणाऱ्या बाणाांनी 

बचबित केले आहे; मूलत: एक नोड एखाद्या बियाकलापाचा प्रारांि बकां वा समाप्ती बबांदू दशतबवतो आबण नोड्सला 

जोडणाऱ्या रेिा ऍस्टरस्टव्हटी कोणत्या िमाने पूणत करणे आवश्यक आहे हे स्पष्ट करतात. 

महत्त्वाचे मुदे्द 

1. स्तव्हजु्यअि प्रशतशनशधत्व (ररपे्रसेंटेिन): नेटवकत  डायग्रामवर नोड्स सामान्यत: सकत ि बकां वा बॉक्स म्हणून 

बचबित केले जातात, ज्यामुळे (ऍस्टरस्टव्हटी)बियाकलापाांचा प्रवाह आबण त्याांचे अवलां बबत्व पाहणे सोपे होते. 

2. ऍस्तक्टस्तव्हटी प्रशतशनशधत्व (ररपे्रसेंटेिन): नोड्स सहसा नेटवकत  आकृतीमधे्य वतुतळे बकां वा चौकोन म्हणून 

दशतविे जातात, ज्यामुळे ऍस्टरव्हीटीचा प्रवाह आबण त्याांचे परस्पर अविांबबत्व सहजपणे पाहता येते. 

3. शडपेंडेंसी एरॉस (अविंशबत्व बाण) (Dependency arrows): नोड्सिा जोडणारे बाण बियाकिापाांमधीि 

ताबकत क िम दशतवतात, कोणती ऍस्टरस्टव्हटी दुसरी सुरू होण्यापूवी पूणत करणे आवश्यक आहे हे दशतबवते. 

4. संबंधांचे प्रकार (टाईप्स ऑि ररिेिनशिप्स): नोड्समधे्य वेगवेगळ्या प्रकारचे सांबांध दशतविे जाऊ शकतात, 

ज्यामधे्य "बफबनश-टू-स्टाटत" (सवातत सामान्य), "स्टाटत-टू-स्टाटत", "बफबनश-टू-बफबनश" आबण "स्टाटत-टू-बफबनश" 

याांचा समावेश होतो, जे प्रकल्पाच्या बवबशष्ट गरजाांवर अविांबून असते. 
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3.1.2 नेटवकग  डायग्रामचे बांधकाम (कन्स्टर क्शन ऑि नेटवकग  डायगॅ्रम) (ए-ओ-ए नेटवकग ) 

नेटवकग  शनयम 

1. प्रारां बिक नोडिा फक्त बाहेर जाणारे बाण असतात. नेटवकत मधे्य फक्त एकच प्रारां बिक नोड असावा. 

2. कोणतीही इव्हेंट तेव्हाच घडू शकते जेव्हा बतच्यापयांत पोहोचवणाऱ्या सवत बिया पूणत झािेल्या असतात. 

3. कोणतीही इव्हेंट दोनदा घडू शकत नाही, म्हणजेच यापूवी घडिेल्या घटनेकडे परत जाणारा कोणताही 

नेटवकत  मागत असू शकत नाही. 

4. अांबतम नोड वगळता कोणताही मागत बांद होऊ नये. नेटवकत मधे्य फक्त एकच अांबतम नोड असावा. 

5. कोणतीही कृती तेव्हाच सुरू होऊ शकते जेव्हा बतच्या मागीि इव्हेंट (पूवत इव्हेंट ) घडिेिी असेि. 

6. प्रते्यक बाण एकाच पररस्टथितीचे प्रबतबनबधत्व करावा. प्रकल्पातीि बियाांच्या सांखे्यशी बाणाांच्या सांखे्यची 

समानता असावी. 

7. नेटवकत चे प्रबतबनबधत्व असे असावे की प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी अांबतम उबिष्टापयांत पोहोचण्यासाठी पूणत होईल. 

8. सवत मयातदा आबण परस्परावलां बन योग्य डमी वापरून नेटवकत वर योग्यररत्या दशतबवले जावे. 

9. टवकत चे लॉबजक नेहमी राखले गेले पाबहजे, म्हणजे ॲरो हेड खरी बनयांिण पररस्टथिती दशतवण्यासाठी योग्य 

मागत दाखवतात. 

10. वेळेचा प्रवाह डावीकडून उजवीकडे दाखवण्याचा नेहमीचा सराव आहे. 

3.1.3 नेटवकग ची ग्राशिकि मागगदशगक तते्त्व (ग्राशिकि गाईडिाईन्स ऑि नेटवकग ) (Graphical 

guidelines of network) 

1. बाण(Arrow) वेरर (Vector)नाहीत. ते त्याच्या लाांबीद्वारे कालावधी (बकां वा वेळ) दशतवण्यासाठी कधीही 

वापरले जात नाहीत. 

2. जेव्हा शक्य असेल तेव्हा सवत बाण समान आकाराचे असावेत. 

3. मसुदा तयार करण्याच्या सोयीनुसार बाणाांमधील कोन बनवडला पाबहजे. नोड्स सोडताना बकां वा जोडणाऱ्या 

बाणाांमधील कोन शक्य बततका मोठा असावा जेणेकरून आकृतीमधे्य इतर सांबांबधत माबहती जोडण्यासाठी 

अबधक जागा उपलब्ध होईल. 

4. शक्यतो सरळ बाण वापरावेत. 

5. बाण एकमेकाांना ओिाांडू नयेत. जर ओिाांडणे अपररहायत असेि, तर त्या पररस्टथितीत बाण तुटिेिा दाखवून 

तो दुसऱ्या बाणावरून पूि करून जावा. 

3.1.4 इव्हेंट्स क्रमांकासाठी िुिकसगन (Fulkerson) शनयम 

शनयम 1:सुरुवातीची इव्हेंट , ज्यामधे्य सवत बाहेर जाणारे बाण असतात आबण कोणताही येणारा बाण नसतो, बतिा 

िमाांक "1" बदिा जातो. 

शनयम 2: नोड '1' मधून बाहेर जाणारे सवत बाण काढून टाका. यामुळे बकमान एक नवीन प्रारां बिक इव्हेंट  तयार 

होईि. 

शनयम 3: या प्रारां बिक घटनाांना अनुिमे 2, 3... असे िमाांक द्या. 

शनयम 4:या िमाांबकत घटनाांमधून बाहेर जाणारे सवत बाण काढून टाका, ज्यामुळे अबधक प्रारां बिक इव्हेंट  तयार 

होतीि. या नवीन घटनाांना पुढीि अनुिबमक िमाांक द्या. 

शनयम 5:सांपूणत प्रबिया अांबतम बकां वा टबमतनि नोडपयांत सुरू ठेवा, ज्यामधे्य सवत बाण आत येतात आबण कोणताही 

बाण बाहेर जात नाही, आबण त्यािा िमाांक बदिा जातो. 

सोडविेिी उदाहरणे 

उदाहरण 1. A, B, C आबण D असे लेबल असलेल्या आबण खालीलप्रमाणे सांबांबधत चार ऍस्टरस्टव्हटी असलेल्या 

प्रोजेर साठी नेटवकत  काढा. 

i.बिया A आबण बिया B एकाच वेळी केिी जाऊ शकतात. 

ii.बिया A ही बिया C ची इबमबडएट बप्रडीसेसर आहे, आबण त्याचप्रमाणे B आबण D याांच्यातही समान सांबांध आहे. 
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iii. बिया C आबण D पूणत झाल्यावर प्रोजेर ची पूततता होते. 

उत्तर: 

i बिया A आबण बिया B एकाच वेळी 

केिी जाऊ शकतात 

 

ii डडएट  बप्रडीसेसर आहे,आबण 

त्याचप्रमाणे B आबण D याांच्यातही 

समान सांबांध आहे. 

 

 

iii बिया D ही बिया B ची इबमबडएट 

सके्ससर (Successor) आहे. 

 

iv  बिया C आबण D पूणत झाल्यावर 

प्रोजेर ची पूततता होते 

 

उदाहरण 2. A, B आबण C या सात बिया एकाच वेळी चालणाऱ्या प्रोजेर चे नेटवकत  काढा. ऍस्टरस्टव्हटी (Activity) 

पूवतवती (बप्रबडसेसर -predecessor) सांबांध खालीलप्रमाणे आहेत: 

            ऍस्टरस्टव्हटी                                        इबमबडएट बप्रबडसेसर 

                   D      A  

                   E                   B 

                   F      C 

ॲस्टरस्टव्हटी G हे प्रोजेर चे शेवटचे ऑपरेशन आहे आबण ते D, E आबण F चे सके्ससर देखीि आहे. 

उत्तर: 

i ऍस्टरस्टव्हटी A, B आबण C 

समाांतर चालतात 

 

 

ii ऍस्टरस्टव्हटी D, E आबण F हे 

अनुिमे ऍस्टरस्टव्हटी A, B 

आबण C याांचे इबमबडएट 

सके्ससर आहेत. 
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iii शेवटचा ऍस्टरस्टव्हटी G हा D, E 

आबण F याांचा इबमबडएट 

सके्ससर आहे. 

 

 

उदाहरण 3. प्र प्रोजेर मधे्य खालील सांबांधाांसह, A ते F पयांत बनयुक्त केलेल्या सहा एस्टरस्टव्हटी चा समावेश आहे: 

i. A हे केले जाणारे पबहले काम आहे. 

ii. B आबण C एकाच वेळी केले जाऊ शकते आबण A चे अनुसरण करणे आवश्यक आहे. 

iii. B च्या आधी D असणे आवश्यक आहे 

iv. E हे C नांतर यायिाच हवे, पण ते B पूणत होईपयांत सुरू होऊ शकत नाही. 

v. शेवटची प्रबिया F ही दोन्ही पूणत होण्यावर अविांबून आहे. नेटवकत  आकृती काढा. 

उत्तर: 

i A हे केले जाणारे पबहले काम आहे 

. 

 

ii B आबण C एकाच वेळी केले जाऊ शकते आबण A चे 

अनुसरण करणे आवश्यक आहे. 

 

iii B च्या आधी D असणे आवश्यक आहे 

 

iv E हे C नांतर यायिाच हवे, पण ते B पूणत होईपयांत 

सुरू होऊ शकत नाही. 

 

v शेवटची प्रबिया F ही दोन्ही पूणत होण्यावर अविांबून 

आहे. नेटवकत  आकृती काढा. 

 

 

उदाहरण 4. इमारतीच्या देखिाि प्रोजेर मधे्य दहा कामे समाबवष्ट आहेत. बप्रबडसेसर सांबांध त्याच्या नोड 

िमाांकाांद्वारे ओळखिे जातात, जसे खािी दशतबविे आहे. 
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काम बिया काम बिया 

A 

B 

C 

D 

E 

(1, 2) 

(2, 3) 

(2, 4) 

(3, 6) 

(3, 5) 

F 

G 

H 

I 

J 

(4, 5) 

(4, 7) 

(5, 8) 

(6, 8) 

(7, 8) 

प्रोजेर साठी नेटवकत  आकृती काढा. 

उत्तर: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. सात ऍस्टरस्टव्हटी असलेल्या प्रोजेर चे नेटवकत  आकृती काढा. ऍस्टरस्टव्हटी A, B आबण C एकाच वेळी चालतात. 

ऍस्टरस्टव्हटी चे बप्रडीसेसर सांबांध खालीलप्रमाणे आहेत: 

        ऍस्टरस्टव्हटी                                              इबमबडएट बप्रबडसेसर 

            D      A 

            E      B 

            F      C 

2. खालील आांतर-सांबांधाांसह 9 ऍस्टरस्टव्हटी असलेल्या प्रोजेर साठी नेटवकत  आकृती काढा: 

i. C, D नांतर येते पण F पूवी येते. 

ii. C हे B नांतर येते पण H पूवी येते 

iii. G हे F नांतर येते पण I पूवी येते. 

iv. E हे A नांतर येते पण I पूवी येते. 

v. D हे A नांतर येते. 

vi. H आबण I एकाच वेळी समाप्त होतात. 

vii. A आबण B एकाच वेळी सुरू होतात 

3. दहा घटनाांचा समावेश असिेल्या प्रोजेर योजनेमधे्य पुढीिप्रमाणे (बप्रबडसेसर) पूवतवती सांबांध आहेत. 

 

ADMIN
Line
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कायतिम 

 

तत्काळ बप्रबडसेसर कायतिम 

 

तत्काळ बप्रबडसेसर 

1 

2 

3 

4 

5 

- 

1 

2 

2 

2 

6 

7 

8 

9 

10 

3, 5 

3, 4 

3, 7 

7 

3,6,8,9 

 

प्रोजेर योजनेसाठी नेटवकत  आकृती काढा. 

4. एका प्रोजेर मधे्य चौदा उपिम A ते M या बि एस्टरस्टव्हटी मधील सांबांध खाली बदले आहेत. 

a) A हे पबहले ऑपरेशन आहे. 

b) B आबण C समाांतर केले जाऊ शकतात आबण ते A चे त्वररत सके्ससर आहेत 

c) D, E आबण F हे B नांतर येतात. 

d) G हे E नांतर येते 

e) H हे D नांतर येते, परां तु ते E पूणत होईपयांत सुरू होऊ शकत नाही 

f) I आबण J हे G नांतर येतात 

g) F आबण J हे K पूवी येतात 

h) H आबण I हे K पूवी येतात 

i) M हे L आबण K नांतर येते. 

j) शेवटची प्रबिया N, M आबण C नांतर येते 

नेटवकत  आकृबतबांध तयार करा 

3.2 शक्रशटकि पाथ च्या शनधागर (Determination of Critical Path) (शडटशमगनेिन  ऑि  शक्रशटकि पाथ) 

बिबटकि पाि काय आहे? 

बहुतेक इबमबडएट प्रोजेर मधे्य, परस्परसांबांबधत बकां वा अवलां बबत कायाांचे बकमान दोन बकां वा अबधक अनुिम आहेत 

जे समाांतरपणे कायातस्टित करणे आवश्यक आहे. प्रोजेर चा बिबटकि पाि हा प्रोजेर पूणत करण्यासाठी कायातस्टित 

करणे आवश्यक असलेल्या कायाांचा सवातत लाांब िम आहे. 

बिबटकि पाि वरील कायाांना बिबटकि ऍस्टरस्टव्हटी म्हणतात कारण त्याांना उशीर झाल्यास, सांपूणत प्रोजेर पूणत 

होण्यास उशीर होईल, नॉन बिबटकि कायत अनुिमाांमधील बि एस्टरस्टव्हटी च्या बवपरीत ज्याचा एकूण प्रोजेर 

वेळेवर पररणाम न होता बवलां ब होऊ शकतो. 

बिबटकि पाि शोधण्यासाठी, प्रोजेर मॅनेजर बिबटकि पाि पद्त वापरतात (सी बप एम) 

3.2.1 शक्रशटकि पाथ पद्तीची व्याख्या 

बिबटकल पाि मेिड ही एक तांि आहे जी प्रोजेर मॅनेजर नवीन प्रोजेर शेडू्ल तयार करण्यासाठी आबण 

प्रोजेरच्या एकूण वेळेचा अांदाज घेण्यासाठी वापरली जाते. हे बिबटकि पाि बवश्लेिण देखील ओळखले जाते. 

सीपीएम (CPM) एक नेटवकत  आकृबतबांध वापरून सवत कायाांच्या अनुिमाचे प्रबतबनबधत्व करते, जे प्रोजेर पूणत 

करण्यासाठी आवश्यक असते. प्रते्यक कायातचा मागत त्याच्या कािावधीने पररिाबित केिा जातो आबण त्यावर गणना 

करून महत्त्ाचा मागत (बिबटकि पाि) ओळखिा जातो, जो प्रोजेर च्या एकूण कािावधीचा बनधातर करतो 

3.2.2 CPM चाटग काढण्याची पद्त 

1. प्रोजेर पूणत करण्यासाठी आवश्यक असलेल्या सवत एस्टरस्टव्हटी ची यादी 

2. एस्टरस्टव्हटी चा िम शोधा 

3. नेटवकत  आकृती काढा 

4. प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी पूणत होण्यासाठी लागणारा वेळ शोधा. 
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5. एस्टरस्टव्हटी मधील अवलां बबत्व शोधा 

6. गांिीर मागत (बिबटकल पाि) शोधा 

7. प्रोजेर च्या प्रगतीनुसार नेटवकत  आकृबतबांध अद्यतबनत करा (अपडेट करा) 

CPM बनयोबजत बियाकलापाांच्या प्रकल्पाच्या समाप्तीपयांतच्या सवातत लाांब मागातची गणना करते आबण सवातत 

लवकर आबण नवीनतम मागातची गणना करते की प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी प्रोजेर लाांब न करता सुरू आबण पूणत करू 

शकतो. 

CPM मधे्य वापरल्या जाणाऱ्या काही सांज्ञा(terms) 

1.अिीएस्ट स्टाटग टाईम: ऍस्टरस्टव्हटी सुरू होऊ शकणाऱ् या सवातत आधीच्या वेळेस, प्रारां बिक वेळ (अिीएस्ट स्टाटत 

टाईम) म्हणतात. 

2.अिीएस्ट कंस्तििन टाइम: ही बियाकिापाच्या सवातत िवकर सुरू होण्याची वेळ आबण त्या एस्टरस्टव्हटी ची 

कािावधी याांची बेरीज आहे. 

3.िेटेस्ट स्टाटग टाइम: ही एस्टरस्टव्हटी च्या शेवटच्या पूणत होण्याच्या वेळेतून त्या एस्टरस्टव्हटी च्या कािावधीची 

वजाबाकी आहे. 

4. िेटेस्ट कंस्तििन टाइम: ही त्या इव्हेंट ची शेवटची घडण्याची वेळ आहे ज्यावर ऍस्टरस्टव्हटी समाप्त होतो. 

5.टोटि िोट: एखाद्या बियाकलापासाठी अनुमत जास्तीत जास्त वेळ आबण त्याचा अांदाबजत कालावधी याांच्यातील 

फरकाला टोटि िोट म्हणतात. 

6.िी िोट: एखाद्या एस्टरस्टव्हटी च्या पूणत होण्याच्या वेळेत होऊ शकणाऱ्या बविांबाचा कािावधी, जो पुढीि 

एस्तक्टस्तव्हटी च्या सुरूवातीवर पररणाम करत नाही, यािा फ्री िोट म्हणतात 

7.इंशडपेंडेंट फ्लोट: स्टरस्टव्हटी सुरू होण्यास बकती वेळ उशीर केिा जाऊ शकतो, हे गृबहत धरून कोणत्याही 

तत्काळ पुढील एस्टरस्टव्हटी च्या लवकरात लवकर सुरू होण्याच्या वेळेवर पररणाम न करता, अगोदरची बिया 

त्याच्या नवीनतम समाप्तीच्या वेळेस सांपली आहे. 

8 वकग -बे्रकडाऊन स्टरक्चर: हे प्रोजेर अांमिबजावणीसाठी आवश्यक असिेल्या सवत बियाकिापाांची व्याख्या 

करते. 

9. सॅ्लक इव्हेंट: नवीनतम इव्हेंट आबण सवातत आधीच्या इव्हेंटच्या वेळेतील फरक म्हणून त्याची व्याख्या केली जाते 

वापरिेिी नोटेशन्स खािीि प्रमाणे आहेत 

(i, j) = टेल इव्हेंट i आबण हेड इव्हेंट j सह ऍस्टरस्टव्हटी. 

𝐸𝑖= घटनेची सवातत जुनी इव्हेंट i 

𝐿𝑗 =j इव्हेंटची नवीनतम परवानगीयोग्य इव्हेंट  

𝐷𝑖𝑗 = ऍस्टरस्टव्हटी पूणत होण्याची अांदाजे वेळ (i, j) 

(𝐸𝑠)𝑖𝑗 = एस्टरस्टव्हटी ची सुरुवातीची सवातत लवकर वेळ (i, j) 

(𝐸𝑓)𝑖𝑗 = एस्टरस्टव्हटी ची सवातत लवकर पूणत वेळ (i, j) 

(𝐿𝑠)𝑖𝑗 = एस्टरस्टव्हटी ची नवीनतम सुरुवातीची वेळ (i, j) 

(𝐿𝑓)𝑖𝑗 = बियाकलापाची नवीनतम पूणत वेळ (i, j) 

प्रबिया खालीलप्रमाणे आहे 

1.िवकरात िवकर वेळेचे शनधागरण(शडटशमगनेशन ऑि अशिग एस्ट पाथ) (𝑬𝒋)): िॉरवडग पास गणना 

टप्पा1: गणना स्टाटत नोडपासून सुरू होते आबण शेवटच्या नोडकडे जाते. सुलितेसाठी, प्रारां बिक प्रोजेर 

इव्हेंटसाठी शून्याचा सवातत जुनी इव्हेंट  वेळ गृहीत धरून फॉरवडत पासची गणना सुरू होते. 

टप्पा2: i) एस्टरस्टव्हटी ची सुरुवातीची वेळ (i, j) ही टेल एां ड इव्हेंटची सवातत जुनी इव्हेंट  वेळ आहे म्हणजे 

(𝐸𝑠)𝑖𝑗 = 𝐸𝑖 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        59 

ii) एस्टरस्टव्हटी ची सवातत जुनी समाप्ती वेळ (i, j) ही सवातत सुरुवातीची वेळ + ऍस्टरस्टव्हटी वेळ आहे म्हणजे  

(𝐸𝑓)𝑖𝑗  = (𝐸𝑠)𝑖𝑗  +  𝐷𝑖𝑗 𝑜𝑟 (𝐸𝑓)𝑖𝑗 = 𝐸𝑖  + 𝐷𝑖𝑗 

iii) इव्हेंट j साठी सवातत लवकर इव्हेंट वेळ ही त्या इव्हेंटमधे्य समाप्त होणाऱ्या सवत बियाकलापाांच्या लवकरात 

लवकर समाप्त होण्याच्या वेळेची कमाल आहे  म्हणजे     𝐸𝑗  =  𝑚𝑎𝑥 [(𝐸𝑓)]𝑖𝑗 .   (i, j) च्या 

सवत तात्काळ पूवतवती साठी बकां वा  𝐸𝑗 =𝑚𝑎𝑥 [𝐸𝑖  +  𝐷𝑖𝑗] 

2. बॅकवडग पास गणना (नवीनतम स्वीकायग वेळेसाठी)(िॉर िेटेस्ट अिोवे्हबि टाईम) 

टप्पा 1 : इव्हेंट समाप्त करण्यासाठी E = L असे गृहीत धरा. लक्षात ठेवा की सवत E ची गणना फॉरवडत पास 

गणनेद्वारे केली गेली आहे 

टप्पा 2: एस्टरस्टव्हटी साठी नवीनतम समाप्ती वेळ (i, j) इव्हेंट j च्या नवीनतम इव्हेंट वेळेच्या समान आहे 

म्हणजे  (𝐿𝑓)𝑖𝑗 = 𝐿𝑗 

टप्पा 3: एस्टरस्टव्हटी ची नवीनतम सुरुवात वेळ (i, j) = (i, j) ची नवीनतम पूणतता वेळ - ऍस्टरस्टव्हटी वेळ बकां वा (𝐿𝑠)𝑖𝑗 

= (𝐿𝑓)𝑖𝑗 - 𝐷𝑖𝑗 बकां वा (𝐿𝑠) 𝑖𝑗= 𝐿𝑗 – 𝐷𝑖𝑗 

टप्पा 4: इव्हेंट 'i' साठी नवीनतम इव्हेंट वेळ ही त्या इव्हेंटपासून उद्भवलेल्या सवत एस्टरस्टव्हटी च्या नवीनतम प्रारांि 

वेळेची बकमान आहे म्हणजे  𝐿𝑖  = min[(𝐿𝑠)𝑖𝑗 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖𝑚𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟 𝑜𝑓 (𝑖, 𝑗)] = min[(𝐿𝑓)𝑖𝑗 −

 𝐷𝑖𝑗] = min[𝐿𝑗 – 𝐷𝑖𝑗] 

3. फ्लोट्स आशण सॅ्लक वेळा शनस्तचचत करणे 

फ्लोट्सचे तीन प्रकार आहेत 

टोटि (एकूण) फ्लोट: एकूण प्रोजेर कालावधी वेळेवर पररणाम न करता लवकरात लवकर अपेबक्षत पूणत 

होण्याच्या वेळेच्या पलीकडे ऍस्टरस्टव्हटी पूणत होण्यासाठी बकती वेळ बवलां ब होऊ शकतो. 

गशणतानुसार, 

    (𝑇𝑓)𝑖𝑗 = (𝐿𝑠)𝑖𝑗- (𝐸𝑠)𝑖𝑗 बकां वा (𝑇𝑓)𝑖𝑗 = (𝐿𝑗  −  𝐷𝑖𝑗) – 𝐸𝑖 

िी फ्लोट: एखाद्या एस्टरस्टव्हटी च्या पूणत होण्यास झालेला बवलां ब लवकरात लवकर पूणत होण्याच्या वेळेपेक्षा बकती 

काळपयांत वाढवता येऊ शकतो, ज्यामुळे पुढील एस्टरस्टव्हटी च्या लवकरात लवकर सुरुवातीच्या वेळेवर कोणताही 

पररणाम होत नाही 

गशणतानुसार, 

(𝐹𝑓)𝑖𝑗= (𝐸𝑗𝑗 - 𝐸𝑖) – 𝐷𝑖𝑗 

इंशडपेंडेंट(स्वतंि) फ्लोट: ॲस्टरस्टव्हटी सुरू होण्यास बकती वेळ उशीर केला जाऊ शकतो, हे गृबहत धरून 

कोणत्याही तत्काळ पुढील एस्टरस्टव्हटी च्या लवकरात लवकर सुरू होण्याच्या वेळेवर पररणाम न करता, अगोदरची 

बिया त्याच्या नवीनतम समाप्तीच्या वेळेस सांपली आहे. 

गशणतानुसार, 

(𝐼𝑓)𝑖𝑗 = (𝐸𝑗  − 𝐿𝑖) - 𝐷𝑖𝑗 नकारात्मक स्वतांि फ्लोट नेहमी शून्य म्हणून घेतले जाते. 

इव्हेंट सॅ्लक: नवीनतम इव्हेंट आबण सवातत आधीच्या इव्हेंटच्या वेळेतील फरक म्हणून त्याची व्याख्या केली जाते 

हेड इव्हेंट सॅ्लक=𝐿𝑗 – 𝐸𝑗,  टेि इव्हेंट सॅ्लक== 𝐿𝑖– 𝐸𝑖 

4. शक्रशटकि चा पाथ शनधागर: 

शक्रशटकि इव्हेंट (इव्हेंट ): शून्य सॅ्लक वेळा असलेल्या घटनाांना बिबटकल इव्हेंट  म्हणतात. दुस-या शब्ात इव्हेंट 

i ला बिबटकल म्हटले जाते जर 𝐸𝑖  =  𝐿𝑖 

शक्रशटकि ऍस्तक्टस्तव्हटी: झीरो टोटल फ्लोट असलेल्या ऍस्टरस्टव्हटी ना बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी म्हणून ओळखले 

जातात. दुस-या शब्ात साांगायचे तर, एखाद्या प्रोजेर च्या प्रारांिास उशीर झाल्यास सांपूणत प्रकल्पाच्या पूणत 

होण्याच्या तारखेस आणखी बवलां ब झाल्यास ती गांिीर असल्याचे म्हटले जाते. 
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शक्रशटकि पाथ: नेटवकत मधील गांिीर ऍस्टरस्टव्हटी च्या िमाला बिबटकल पाि म्हणतात. बिबटकल पाि हा 

नेटवकत मधील सुरुवातीच्या इव्हेंटपासून शेवटच्या इव्हेंटपयांतचा सवातत लाांब मागत आहे आबण प्रोजेर पूणत 

करण्यासाठी लागणारा बकमान वेळ पररिाबित करतो. 

सोडविेिी उदाहरणे 

उदाहरण 1: खालील उदाहरणासाठी 

1. नेटवकत  आकृती काढा 

2. बिबटकल पाि आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ शोधा 

3. बिबटकल  आबण नॉन - बिबटकल  ऍस्टरस्टव्हटी ओळखा 

ऍस्टरस्टव्हटी प्रीबसडी ांग  ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी (बदनाांक) 

A - 5 

 

B 

- 7 

C A 4 

D B 6 

E C & D 3 

F D 4 

 

उत्तर: नेटवकग  डायग्राम 

 

नेटवकग मधीि मागग 

नेटवकत  डायग्राममधील मागत म्हणजे पबहल्या इव्हेंटशी (म्हणजे प्रकल्पाची सुरुवात) शेवटच्या इव्हेंटशी (म्हणजे 

प्रोजेर पूणत होणे) बियाकलापाांचा प्रवाह. 

या नेटवकत  डायग्राममधे्य तीन मागत आहेत: 

1)     A-C-E                                कालावधी=5+4+3=12 बदवस 

2)     B-D-X_1-E                         कालावधी=7+6+0+3=16 बदवस 

3)     B-D-F                                कालावधी =7+6+4=17 बदवस 

शक्रशटकि पाथ : नेटवकत  आकृतीमधे्य बिबटकल पाि हा सवातत लाांब मागत आहे. हा जास्तीत जास्त कालावधीचा मागत 

आहे (म्हणजे कमाल लाांबी) 

शक्रशटकि पाथ = B-D-F 

आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ = 17 बदवस 

सब-बिबटकल पाि  

सब-बिबटकल पाि हा नेटवकत  डायग्राममधील दुसरा सवातत लाांब मागत आहे, 

सब-बिबटकल B-D-X_1-E     कालावधी=7+6+0+3=16 बदवस 

उदाहरण 2: खालील आकृतीसाठी 

a.     नेटवकत  आकृती काढा 
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b.     बिबटकल पाि आबण पूणत होण्याची वेळ शोधा 

c.      बिबटकल आबण नॉन-बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी ओळखा 

ऍस्टरस्टव्हटी प्रीबसडी ांग  ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी (बदनाांक)  

A - 6  

B A 5  

C A 2  

D B 4  

E C 2  

F D 1  

G D & E 5  

H F & G 3  

उत्तर: नेटवकग  डायग्राम 

 

नेटवकत मधील मागत 

या नेटवकत  डायग्राममधे्य तीन मागत आहेत. 

1. A-B-D-F-H कालावधी=19 बदवस 

2. A-B-D-X-G-H कालावधी=23 बदवस 

3. A-C-E-G-H कालावधी=18 बदवस 

बिबटकल पाि  

बिबटकल पाि = A-B-D-X-G-H आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ = 23 बदवस 

बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी 

उपिम A, B, D, X, G आबण H 

बिबटकल नसलेल्या ऍस्टरस्टव्हटी C, E, आबण F 

उदाहरण 3: खालील बचिासाठी: 

a. नेटवकत  आकृती काढा 

b. बिबटकल पाि आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ शोधा 

c. बिबटकल आबण नॉन-बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी ओळखा 

ऍस्टरस्टव्हटी प्रीबसडी ांग  ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी (बदनाांक) 

A - 4 

B A 3 

C A 5 

D B 1 

E B&C 2 

F D&E 2 

G E 3 

ADMIN
Line
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उत्तर: a. नेटवकग  डायग्राम 

 

b. नेटवकग मधीि पथ 

या बचिात तीन मागत आहेत 

1.A-B-D-F                       कालावधी = 10 बदवस 

2. A-B-X1-E-X2-F            कालावधी = 11 बदवस 

3. A-B- X1-E-G               कालावधी = 12 बदवस 

4. A-C-E-X2-F                 कालावधी = 13 बदवस    

5. A-C-E-G                     कालावधी = 14 बदवस 

बिबटकल पाि  

बिबटकल पाि = A-C-E-G 

आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ = 14 बदवस 

बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी 

उपिम A, C, E आबण G 

नॉन-बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी B, D, F, X1 आबण X2 

उदाहरण 4: खालील बचिासाठी: 

a.     नेटवकत  आकृती काढा 

b.     बिबटकल पाि आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ शोधा 

c.      बिबटकल आबण नॉन-बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी ओळखा 

ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी (बदनाांक) 

1-2 4 

1-3 5 

2-4 3 

3-5 2 

4-6 2 

5-6 4 

 

उत्तर: या उपिम नोड सांबांध स्वरूपात बदले आहेत 

 

 

 

 

ADMIN
Line
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नेटवकग  डायग्राम 

 

नेटवकग मधीि मागग 

1. 1-2-4-6 कालावधी = 9 बदवस 

2. 1-3-5-6 कालावधी = 11 बदवस 

शक्रशटकि पाथ  

बिबटकल पाि = 1-3-5-6 

आबण प्रोजेर पूणत होण्याची वेळ = 11 बदवस 

शक्रशटकि ऍस्तक्टस्तव्हटी 

उपिम 1-3,3-5.5-6 

नॉन-बिबटकल ऍस्टरस्टव्हटी 1-2,2-4,4-6 

3.3 प्रोजेक्ट मूि्यांकन आशण पुनराविोकन तंि(प्रोजेक्ट एव्य्हािूएशन अँड ररस्तव्हव्ह टेस्तिक)                  

project evaluation and review technique (PERT Algorithm) (पीईआरटी अि्गोररदम) 

ही एक प्रबिया आहे ज्याद्वारे एखाद्या प्रोजेर च्या ऍस्टरस्टव्हटी ना त्याच्या योग्य िम आबण वेळेनुसार प्रसु्तत केले 

जाते. हे एक शेडू्बलां ग तांि आहे ज्याचा वापर प्रोजेर मधे्य शेडू्ल, आयोबजत आबण काये एकबित करण्यासाठी 

केला जातो. पीईआरटी ही मुळात व्यवथिापन बनयोजन आबण बनयांिणाची यांिणा आहे जी एखाद्या बवबशष्ट प्रोजेर 

साठी बू्लबप्रांट प्रदान करते. प्रकल्पातील सवत प्रािबमक घटक बकां वा इव्हेंट  शेवटी PERT द्वारे ओळखल्या गेल्या 

आहेत. 

या तांिात, एक पीईआरटी चाटत तयार केला जातो जो प्र प्रोजेर मधील सवत बनबदतष्ट कायाांचे वेळापिक दशतवतो. 

पीईआरटी चाट्तसमधील काये बकां वा घटनाांचे अहवाल स्तर काही प्रमाणात वकत  िेकडाउन स्टि क्चरमधे्य पररिाबित 

केल्याप्रमाणे आहेत. 

3.3.1 पीईआरटी चाटग म्हणजे काय? 

पीईआरटी चाटत हे प्रोजेर मॅनेजमेंट टूल आहे जे कामाांची योजना आखण्यासाठी आबण शेडू्ल करण्यासाठी 

वापरले जाते, प्रोजेर ऍस्टरस्टव्हटी चा िम आबण वेळ स्पष्ट करते. पीईआरटी चाटतचा वापर प्रोजेर मधील काये 

शेडू्ल(वेळापिक), आयोजन आबण समिय साधण्यासाठी केला जातो. पीईआरटी चाटतचा उिेश गांिीर मागत 

बनस्टश्चत करणे आहे, ज्यामधे्य महत्त्पूणत ऍस्टरस्टव्हटी चा समावेश आहे ज्या वेळापिकानुसार पूणत केल्या पाबहजेत. 

हा तक्ता प्रोजेर बनयोजन ऍस्टरस्टव्हटी मधे्य वु्यत्पन्न केलेल्या माबहतीच्या मदतीने तयार केला जातो जसे की प्रयत्नाांचा 

अांदाज, सॉफ्टवेअर डेव्हलपमेंटसाठी योग्य प्रबिया मॉडेलची बनवड आबण उपकायाांमधे्य कायाांचे बवघटन. 

पीईआरटी चाटगमधे्य काय असते? 

येथे PERT चाटगचे मुख्य घटक आहेत: 

• नोड्स: हे कायत बकां वा टपे्प दशतवते. प्रते्यक नोड कायातचे नाव दशतवतो आबण कायातचा कालावधी देखील दशतवू 

शकतो. 
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• बाण(एरो): हे कायातची बदशा बकां वा िम आबण त्याांच्यामधील अवलां बबत्व देखील सूबचत करते. समजा A ते B 

पयांत एक ॲरे असेल तर टास्क B च्या आधी टास्क A पूणत करणे आवश्यक आहे. 

 टाईम एस्तस्टमेशन(Time estimation) वेळेचा अंदाज: हे कायत पूणत करण्यासाठी कालावधीचा अांदाज 

लावते. 

• शक्रशटकि पाथ: बिबटकल पाि हा प्रोजेर मॅनेजमेंटमधील सवातत मोठा मागत आहे ज्याचा पररणाम नेहमी 

प्रोजेर पूणत करण्यासाठी सवातत कमी वेळेत होतो. 

 माईि स्टोन्स (Mile stones)(महत्त्वपूणग टप्पा): हा प्रोजेर टाइमलाइनमधील महत्त्ाचा मुिा आहे जो 

महत्त्ाच्या इव्हेंट  बकां वा मुदतीचे प्रबतबनबधत्व करतो. 

CPM ची सोडविेिी उदाहरणे 

उदाहरण 1. सवत नोड पॉइांट्सच्या सांदिातत अली स्टाटत (लवकर प्रारांि) आबण लेट स्टाटत (उशीरा प्रारांि) बनस्टश्चत 

करा आबण खालील नेटवकत साठी  बिबटकल पाि ओळखा. 

 

उत्तर :नेटवकत मधे्य प्रते्यक नोडसाठी E आबण L ची गणना दशतबवली आहे 

 

नेटवकग  टेबि 

ऍस्टरस्टव्हटी 

(i, j) 

नॉमति टाईम 

(𝐷𝑖𝑗) 

अबितएस्ट टाईम िेटेस्ट टाईम िोट टाईम 

(𝐿𝑖  −

 𝐷𝑖𝑗 )  −  𝐸𝑖 
स्टाटत (𝐸𝑖) बफनीश (Ei  +

 Dij) 

स्टाटत (𝐿𝑖  −

 𝐷𝑖𝑗 ) 

बफनीश (𝐿𝑖) 

1, 2) 10 0 10 0 10 0 

(1, 3) 8 0 8 1 9 1 

(1, 4) 9 0 9 1 10 1 

(2, 5) 8 10 18 10 18 0 

(4, 6) 7 9 16 10 17 1 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        65 

(3, 7) 16 8 24 9 25 1 

(5, 7) 7 18 25 18 25 0 

(6, 7) 7 16 23 18 25 2 

(5, 8) 6 18 24 18 24 0 

(6, 9) 5 16 21 17 22 1 

(7, 10) 12 25 37 25 37 0 

(8, 10) 13 24 37 24 37 0 

(9,10) 15 21 36 22 37 1 

 

टेबलवरून, बिबटकल नोड्स (1, 2), (2, 5), (5, 7), (5, 8), (7, 10) आबण (8, 10) आहेत. 

टेबलवरून, दोन सांिाव्य बिबटकल पाि आहेत  

 i.1 → 2 → 5 → 8 → 10  

ii. 1 → 2 → 5 → 7 → 10 

उदाहरण 2. बिबटकल पाि शोधा आबण खालील नेटवकत साठी सॅ्लक टाईम काढा 

 

उत्तर: 

सवातत अबितएस्ट टाईम आबण िेटेस्ट टाईम खालील प्रमाणे आहे 

ऍस्टरस्टव्हटी 

(i, j) 

नॉमति टाईम 

(𝐷𝑖𝑗) 

अबितएस्ट टाईम िेटेस्ट टाईम िोट टाईम 

(𝐿𝑖  − 𝐷𝑖𝑗 )  −

 𝐸𝑖 
स्टाटत (𝐸𝑖) 

बफनीश 

(𝐸𝑖  +  𝐷𝑖𝑗) 

स्टाटत (𝐿𝑖  −

 𝐷𝑖𝑗 ) 
बफनीश (𝐿𝑖) 

(1, 2) 2 0 2 5 7 5 

(1, 3) 2 0 2 0 2 0 

(1, 4) 1 0 1 6 7 6 

(2, 6) 4 2 6 7 11 5 

(3, 7) 5 2 7 3 8 1 

(3, 5) 8 2 10 2 10 0 

(4, 5) 3 1 4 7 10 6 

(5, 9) 5 10 15 10 15 0 

(6, 8) 1 6 7 11 12 5 

(7, 8) 4 7 11 8 12 1 

(8, 9) 3 11 14 12 15 1 

 

वरील सारणीतून, बिबटकल नोड्स (1, 3), (3, 5) आबण (5, 9) ऍस्टरस्टव्हटी आहेत. 

ADMIN
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बिबटकल पाि  1 → 3 → 5 → 9 आहे 

उदाहरण 3: प्रकल्पाचे खालील टाइम शेडु्ल (वेळापिक) आहे 

ऍस्टरस्टव्हटी 
कािावधी 

(आठवड्ाांत) 
ऍस्टरस्टव्हटी कािावधी (आठवड्ाांत) 

(1 – 2) 

(1 – 3) 

(2 – 4) 

(3 – 4) 

(3 – 5) 

(4 – 9) 

(5 – 6) 

4 

1 

1 

1 

6 

5 

4 

(5 – 7) 

(6 – 8) 

(7 – 8) 

(8 – 9) 

(8 – 10) 

(9 – 10) 

8 

1 

2 

1 

8 

7 

 

नेटवकत  तयार करा आबण गणना करा 

 1. प्रते्यक  इव्हेंट साठी TE आबण TL  

 2. प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी साठी फ्लोट 

 3. बिबटकल पाि  आबण त्याचा कालावधी 

उत्तर: 

नेटवकत  आहे 

 

इव्हेंट िमाांक: 1        2       3             4          5            6        7        8         9           10 

 

              TE: 0       4       1             5         7             11     15       17       18          25 

             

              TL: 0      12       1           13         7            16       15     17       18          25 

ADMIN
Line



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        67 

 

             फ्लोट = TL (हेड इव्हेंट) – TE (टेल इव्हेंट) – कालावधी 

ऍस्टरस्टव्हटी कािावधी TE (टेल इव्हेंट) TL (हेड इव्हेंट) फ्लोट 

(1 – 2) 4 0 12 8 

(1 – 3) 1 0 1 0 

(2 – 4) 1 4 13 8 

(3 – 4) 1 1 13 11 

(3 – 5) 6 1 7 0 

(4 – 9) 5 5 18 8 

(5 – 6) 4 7 16 5 

(5 – 7) 8 7 15 0 

(6 – 8) 1 11 17 5 

(7 – 8) 2 15 17 0 

(8 – 9) 1 17 18 0 

(8 – 10) 8 17 25 0 

(9 – 10) 7 18 25 0 

 

पररणामी नेटवकत  बिबटकल पाि  दाखवते 

 

दोन बिबटकल पाि  आहेत 

i.1 → 3 → 5 →7 → 8 → 9 →10  

ii. 1 → 3 → 5 → 7 → 8 →10 

सरावासाठी उदाहरणे 

उदाहरण 1: एका बवबशष्ट प्रोजेर चे नेटवकत  आकृतीमधे्य दशतबविे आहे, ज्यामधे्य बवबवध ऍस्टरस्टव्हटी चे अांदाबजत 

कािावधी बदिे आहेत. 

खािीि गोष्टी बनधातरीत करा: 

a) प्रते्यक इव्हेंट ची िवकरात िवकर आबण उबशरात उबशरा वेळ (Earliest Event Time आबण Latest Event 

Time). 

b) प्रते्यक बियाकिापाची अबितएस्ट स्टाटत आबण िेटेस्ट स्टाटत व समाप्ती वेळ (Earliest आबण Latest Start आबण 

Finish Time). 
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c) प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी साठी टोटि िोट (Total Float) आबण फ्री (मुक्त )िोट (Free Float). 

d) नेटवकत साठी बिबटकल पाि (Critical Path). 

 

पीईआरटी द्वारे बवश्लेिणाचा मुख्य उिेश बवबशष्ट तारखेच्या आत बवबशष्ट इव्हेंट ची पूततता शोधणे आहे. पीईआरटी 

दृष्टीकोन अबनस्टश्चतता लक्षात घेते. तीन टाईम (वेळ) मूल्ये प्रते्यक ऍस्टरस्टव्हटी शी सांबांबधत आहेत 

a. ऑशिशमस्तस्टक टाईम (Optimistic time) 

ही सवातत कमी वेळ आहे ज्यामधे्य ऍस्टरस्टव्हटी पूणत केला जाऊ शकतो. हे गृहीत धरते की सवतकाही खूप चाांगले होते. 

हे to द्वारे दशतबवले जाते 

b.मोस्ट िैकिी टाईम (Most likely time) 

बियाकलापाला लागणाऱ्या सामान्य वेळेचा हा अांदाज आहे. हे सामान्य बवलां ब गृहीत धरते. जर एखादा आलेख पूणत 

होण्याच्या वेळेत आबण त्या कालावधीत पूणत होण्याची वारांवारता प्लॉट केला असेल, तर बहुधा वेळ इव्हेंट  घडण्याची 

सवोच्च वारांवारता दशतवेल. हे tm द्वारे दशतबवले जाते. 

c.पेशसशमस्टक टाईम (Pessimistic time) 

वत काही चुकीचे झाल्यास बियाकलापास लागू शकणारा सवातत जास्त वेळ हे दशतवते. आशावादी अांदाजानुसार, हे 

मूल्य असे असू शकते की शांिरपैकी एक बकां वा वीसपैकी एक या मूल्यापेक्षा जास्त वेळ घेईल. हे tP द्वारे दशतबवले 

जाते. 

3.3.2 PERT गणनेमधे्य, टके्क अपेशक्षत मूि्य शमळशवण्यासाठी सवग मूि्ये वापरिी जातात. 

1. एक्सपेके्टड टाईम (Expected time)अपेशक्षत वेळ - एखाद्या ऍस्टरस्टव्हटी मोठ्या सांखे्यने पुनरावृत्ती झाल्यास 

सरासरी वेळ लागतो आबण ऍस्टरस्टव्हटी वेळ बीटा शडस्तस्टरबु्यशन (बवतरण) चे अनुसरण करते या गृहीतावर आधाररत 

आहे, हे te = ( t0 + 4tm + tp ) / 6 द्वारे बदले जाते. 

2. ऍस्टरस्टव्हटी साठी वे्हररयन्स (पररवततन) (Variance) खािीि सूिाने बदिे जाते: σ 2 = [(tp – t0) / 6] 

PERT अल्गोररदम खािीि चरणांिारे सोडवता येतो: 

चरण 1: PERT नेटवकत मधे्य, सवातबधक सांिाव्य वेळ (Most Likely Time) िा tm, आशावादी वेळ (Optimistic 

Time) िा to, आबण बनराशावादी वेळ (Pessimistic Time) िा tp असे दशतवा. 

चरण 2: ऍस्टरस्टव्हटी कािावधीसाठी β-बवतरण (Beta Distribution) वापरा. खािीि सूिाचा वापर करून प्रते्यक 

ऍस्टरस्टव्हटी साठी अपेबक्षत वेळ te शोधा: te = (tp + 4tm+ to)/6.  

चरण 3: िवकरात िवकर सुरुवातीची वेळ (Earliest Start Time) आबण उबशरात उबशरा पूणत होण्याची वेळ 

(Latest Finish Time) याांची गणना करा. एकूण िोट (Total Float) हे या दोघाांमधीि फरक म्हणून मोजा. 

चरण 4: महत्त्ाच्या बियाकिापाांचा (Critical Activities) आबण महत्त्ाचा मागत (Critical Path) ओळखा, तसेच 

प्रोजेर च्या अपेबक्षत पूणत होण्याच्या तारखेची गणना करा. 
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चरण 5: tp आबण to च्या मूल्याांचा वापर करून प्रते्यक बियाकिापाच्या कािावधीचे पररवततन (Variance, σ²) 

खािीि सूिाने शोधा: 

σ 2 = ((tp – to )/6) 

चरण 6: खािीि सूिाचा वापर करून z0 गणना करा: 

z0= देय तारीख - पूणत होण्याची अपेबक्षत तारीख √ प्रोजेर बिन्नता 

चरण 7: संॅ्टडडग नॉमगि टेबि (प्रमाबणत सामान्य तक्ता) (Standard Normal Table) वापरून P(z ≤ z0) चा शोध 

घ्या, जो प्रोजेर बनयोबजत वेळेत पूणत होण्याची शक्यता दशतवतो. येिे z हे N(0,1) सामान्य बवतरणाचे अनुसरण करते. 

सोडविेिी उदाहरणे 

उदाहरण 1: प्रोजेक्ट साठी 

 

टास्क (कायत) A B C D E F G H I J K 

बलस्ट टाईम 

(कमीत कमी वेळ) 

 

4 5 8 2 4 6 8 5 3 5 6 

गे्रटेस्ट टाईम 

(सवातत मोठा वेळ) 

 

8 10 12 7 10 15 16 9 7 11 13 

मोस्ट िाईकिी 

टाईम (सवातत 

सांिाव्य वेळ) 

5 7 11 3 7 9 12 6 5 8 9 

 

प्रते्यक इव्हेंटसाठी अशिग एस्ट आबण िेटेस्ट एक्सपेके्टड टाईम शोधा आबण नेटवकत मधील बिबटकल पाि  देखील 

शोधा. 

उत्तर: 

टास्क 
बलस्ट टाईम 

(t0) 
गे्रटेस्ट टाईम (tp) 

मोस्ट िाईकिी  

टाईम (tm) 

 

एक्सपेरेड टाईम 

(to + tp + 4tm)/6 

A 4 8 5 5.33 

B 5 10 7 7.17 

C 8 12 11 10.67 

D 2 7 3 3.5 

E 4 10 7 7 

F 6 15 9 9.5 
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G 8 16 12 12 

H 5 9 6 6.33 

I 3 7 5 5 

J 5 11 8 8 

K 6 13 9 9.17 

 

टास्क 
एक्सपेरेड 

टाईम (te) 

स्टाटत बफनीश टोटि 

िोट 

(सांपूणत 

बविांब 

कािावधी) 

अबितएस्ट िेटेस्ट अबितएस्ट िेटेस्ट 

A 5.33 0 0 5.33 5.33 0 

B 7.17 0 8.83 7.17 16 8.83 

C 10.67 5.33 5.33 16 16 0 

D 3.5 0 10 3.5 13.5 10 

E 7 16 16 23 23 0 

F 9.5 3.5 13.5 13 23 10 

G 12 3.5 18.5 15.5 30.5 15 

H 6.33 23 23 29.33 29.33 0 

I 5 23 25.5 28 30.5 2.5 

J 8 28 30.5 36 38.5 2.5 

K 9.17 29.33 29.33 31.5 38.5 0 

 

नेटवकग  

 

बिबटकल पाि  आहे: A → C → E → H → K 
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उदाहरण 2: एका प्रकल्पाच्या खािीि वैबशष्ट्ये आहेत. 

ऍस्टरस्टव्हटी 
मोस्ट ऑबिबमस्टस्टक 

टाईम (a) 

मोस्ट पेंबसबमस्टस्टक 

टाईम (b) 

मोस्ट िाईकिी  

टाईम (m) 

(1 – 2) 1 5 1.5 

(2 – 3) 1 3 2 

(2 – 4) 1 5 3 

(3 – 5) 3 5 4 

(4 – 5) 2 4 3 

(4 – 6) 3 7 5 

(5 – 7) 4 6 5 

(6 – 7) 6 8 7 

(7 – 8) 2 6 4 

(7 – 9) 5 8 6 

(8 – 10) 1 3 2 

(9 – 10) 3 7 5 

 

पीईआरटी नेटवकत  तयार करा. प्रते्यक इव्हेंटसाठी बिबटकल पाि आबण वे्हररयन्स (बिन्नता) शोधा 

उत्तर: 

ऍस्टरस्टव्हटी (a) (b) (m) (4m) te (a + b +4m)/6 
v 

[(b – a) / 6]2 

(1 – 2) 1 5 1.5 6 2 4/9 

(2 – 3) 1 3 2 8 2 1/9 

(2 – 4) 1 5 3 12 3 4/9 

(3 – 5) 3 5 4 16 4 1/9 

(4 – 5) 2 4 3 12 3 1/9 

(4 – 6) 3 7 5 20 5 4/9 

(5 – 7) 4 6 5 20 5 1/9 

(6 – 7) 6 8 7 28 7 1/9 

(7 – 8) 2 6 4 16 4 4/9 

(7 – 9) 5 8 6 24 6.17 1/4 

(8 – 10) 1 3 2 8 2 1/9 

(9 – 10) 3 7 5 20 5 4/9 

 

 

 

 

 

 

ADMIN
Line
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नेटवकग  खािीिप्रमाणे आहे 

 

उदाहरण 3: प्रते्यक एस्टरस्टव्हटी साठी वे्हररयन्स आबण एक्सपेरेड टाईम ची गणना करा. 

 

उत्तर: 

ऍस्टरस्टव्हटी (to) (tm) (tp) te(to + tp + 4tm)/6 v [(tp – to) / 6]2 

(1 – 2) 3 6 10 6.2 1.36 

(1 – 3) 6 7 12 7.7 1.00 

(1 – 4) 7 9 12 9.2 0.69 

(2 – 3) 0 0 0 0.0 0.00 

(2 – 5) 8 12 17 12.2 2.25 

(3 – 6) 10 12 15 12.2 0.69 

(4 – 7) 8 13 19 13.2 3.36 

(5 – 8) 12 14 15 13.9 0.25 

(6 – 7) 8 9 10 9.0 0.11 

(6 – 9) 13 16 19 16.0 1.00 

(8 – 9) 4 7 10 7.0 1.00 

(7 – 10) 10 13 17 13.2 1.36 

(9 – 11) 6 8 12 8.4 1.00 

(10 – 11) 10 12 14 12.0 0.66 

 

 

ADMIN
Line
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सरावासाठी उदाहरणे 

1. खालील डेटासाठी, नेटवकत  काढा. अबलत एस्ट एक्सपेरेड टाईम आबण लेटेस्ट एक्सपेरेड टाईम ची गणना 

केल्यानांतर बिबटकल पाि, सॅ्लक टाईम शोधा 

ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी ऍस्टरस्टव्हटी कालावधी 

(1 – 2) 5 (5 – 9) 3 

(1 – 3) 8 (6 – 10) 5 

(2 – 4) 6 (7 – 10) 4 

(2 – 5) 4 (8 – 11) 9 

(2 – 6) 4 (9 – 12) 2 

(3– 7) 5 (10 – 12) 4 

(3 – 8) 3 (11 – 13) 1 

(4 – 9) 1 (12 – 13) 7 

 

2. प्रोजेर शेडू्लमधे्य खालील वैबशष्ट्ये आहेत 

ऍस्टरस्टव्हटी 
मोस्ट ऑबिबमस्टस्टक 

टाईम 
ऍस्टरस्टव्हटी 

मोस्ट ऑबिबमस्टस्टक 

टाईम 

(1 – 2) 1 2 3 

(2 – 3) 1 2 3 

(2 – 4) 1 3 5 

(3 – 5) 3 4 5 

(4 – 5) 2 5 4 

(4 – 6) 3 5 7 

(5 – 7) 4 5 6 

(6 – 7) 6 7 8 

(7 – 8) 2 4 6 

(7 – 9) 4 6 8 

(8 – 10) 1 2 3 

(9 – 10) 3 5 7 

 

पीईआरटी नेटवकत  तयार करा आबण शोधा 

a. अबलत एस्ट पॉबसबल टाईम 

b. लेटेस्ट अलोवे्हबल टाईम 

c. सॅ्लक वॅ्हल्यू (मूल्ये) 

d. बिबटकल पाि 

3. प्रते्यक एस्टरस्टव्हटी साठी वे्हररयन्स एक्सपेरेड टाईम ची गणना करा 

ADMIN
Line
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3.3.3 प्रोबाशबशिटी ऑि मीशटंग शेडु्यि डेट (Probability of meeting schedule date) (बैठक 

वेळापिक तारीख संिाव्यता) 

बिबटकल पाि आबण सवत ॲस्टरस्टव्हटीजच्या घडण्याच्या वेळा मोजल्यानांतर, पुढील म्हणजे बनयोबजत तारखेला बकां वा 

त्यापूवी एखादी बवबशष्ट इव्हेंट  घडण्याची शक्यता शोधणे. 

पूणग होण्याची शनयोशजत वेळ पूणग करण्याची संिाव्यता शोधण्याची प्रशक्रया 

(नॉमति बडस्टस्टि बु्यशन कवत) सामान्य बवतरण विाच्या गुणधमाांचा आबण टके्कवारी सांिाव्यता तक्त्याचा वापर फक्त 

तेव्हाच करता येतो जेव्हा बवबशष्ट नेटवकत मधून बमळािेिा यादृस्टिक वि (रँडम कवत )प्रमाबणत (सामान्यीकृत) 

स्वरूपात रूपाांतररत केिा जातो. 

हे अांबतम इव्हेंट चे मूल्य सामान्य बवतरण विाच्या मोडेि मूल्याशी जुळवून प्राप्त केिे जाते. बनधातररत वेळेत पूणत 

होण्याची सांिाव्यता शोधण्याची प्रबिया खािीिप्रमाणे आहे. 

टप्पा 1: नेटवकत साठी महत्त्पूणत मागातस अनुरूप असिेिे प्रमाबणत बवचिन (σ) खािीि सांबांधाचा वापर करून 

बनधातररत करा. 

𝜎 = √𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑎𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑝𝑎𝑡ℎ 

म्हणजे,   𝜎 = √∑𝜎𝑖𝑗
2  

जेिे 𝜎𝑖𝑗
2=बिबटकल पाि वर i-j एस्टरस्टव्हटी साठी वे्हररयन्स 𝜎𝑖𝑗

2 = (
𝑡𝑝−𝑡𝑜

6
)
2
 

टप्पा 2: शेडूिड टाइम कस्टलप्लशन (बनधातररत पूणतता वेळ) (Ts) आबण अबलत एस्ट एक्सपेरेड टाईम (लवकरात 

लवकर अपेबक्षत पूणतता वेळ) (te)) ज्ञात असताना, वेळेतील अांतर (ts - te) शोधा आबण ते सांिाव्यता घटक Z च्या 

स्वरूपात खालील सांबांधाने व्यक्त करा. 

Z=
𝑡𝑠− 𝑡𝑒

𝜎
          बकां वा               Z=

𝑡𝑠− 𝑡𝑒

√∑𝜎2
 

प्रोबॅबबबिटी फॅरर (सांिाव्यता घटक) Z हा सकारात्मक, शून्य बकां वा नकारात्मक असू शकतो. 

जेव्हा Z पॉबझबटव्ह असतो (ts te च्या उजवीकडे), प्रोजेर वेळेत पूणत होण्याची शक्यता 50% पेक्षा जास्त असते. 

जेव्हा Z शून्य असतो (ts सोबत te जुळतो) प्रोजेर वेळेत पूणत होण्याची शक्यता पन्नास- पन्नास असते. 

जेव्हा Z ऋण असेल (ts te च्या डावीकडे), प्रोजेर वेळेत पूणत होण्याची शक्यता 50% पेक्षा कमी असते. 

टप्पा 3: नॉमतल वे्हररएट टेबल (सामान्य बवचबलत सारणी) च्या सांदिातत परसेंटेज प्रोबॅबबबिटी (टके्कवारी सांिाव्यता) 

शोधा 

उदाहरण 1: एका प्रोजेर ला गांिीर मागातवर 15 मबहने लागतील, 3 मबहन्याांचे मानक बवचलन असेल. अ) 15 

मबहन्याांत ब) 18 मबहने आबण क) 12 मबहन्याांत प्रोजेर पूणत होण्याची सांिाव्यता बकती आहे? 

उत्तर: 

सांिाव्यता घटक Z खािीि सूिाने बदिा जातो: 

Z=
𝑡𝑠− 𝑡𝑒

𝜎
 

जेिे, 𝑡𝑒 = 15 मबहने       𝜎 = 3 मबहने  

a) बदिेिे आहे:    𝑡𝑠 = 15  मबहने          ∴ 𝑍 =
15−15

3
= 0 
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तक्त्यानुसार, Z = 0 असताना, सांिाव्यता = 50% 

b) बदिेिे आहे:    𝑡𝑠 = 18  मबहने    ∴ 𝑍 =
18−15

3
= 1       

तक्त्यानुसार, Z = 1 साठी सांिाव्यता 84.13% आहे. 

c) बदिेिे आहे:    𝑡𝑠 = 12 मबहने    ∴ 𝑍 =
12−15

3
= −1 

तक्त्यानुसार, Z = -1 साठी सांिाव्यता 15.87% आहे. 

उदाहरण 2: पीईआरटी गणनेमधे्य 16 च्या फरकासह प्रकल्पाची लाांबी 50 आठवडे बमळते. अ) 95% b) 75% c) 

40% सांिाव्यतेसह प्रोजेर पूणत होण्यासाठी तुम्ही बकती आठवड्ाांत सोडाल? 

उत्तर: 

मानक बवचलन सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन  𝝈 = √16 = 4 

a) 95% सांिाव्यतेसाठी Z=1.65 

Z = 
𝑡𝑠− 𝑡𝑒

𝜎
    ∴ 𝑡𝑠 = 𝜎𝑍 + 𝑡𝑒 = 4 × 1.65 + 50 = 56.6 ≈ 57  आठवडे 

b) 75% सांिाव्यतेसाठी, Z=0.69 

∴ 𝑡𝑠 = 𝜎𝑍 + 𝑡𝑒 = 4 × 0.69 + 50 = 52.76 ≈ 53 आठवडे 

c) 40% सांिाव्यतेसाठी, Z=-0.25 

∴ 𝑡𝑠 = 𝜎𝑍 + 𝑡𝑒 = 4 × (−0.25) + 50 = 49 आठवडे 

उदाहरण 3: खाली दशतबवलेल्या नेटवकत साठी प्रते्यक बियाकलापासाठी वेळेचा अांदाज (बदवसाांमधे्य) नमूद केला 

आहे. 35 बदवसात प्रोजेर पूणत होण्याची शक्यता बनस्टश्चत करा. 

 

आम्ही प्रिम प्रते्यक कृतीसाठी अपेबक्षत पूणतता वेळ (te)  आबण बविेदन (𝜎2) खािीि सूिाांचा वापर करून बनधातररत 

करतो. 

𝑡𝑒 =
𝑡𝑜+4𝑡𝑚+𝑡𝑝

6
         and   𝜎2 = (

𝑡𝑝−𝑡𝑜

6
)
2

 

ऍस्टरस्टव्हटी 𝑡𝑜 𝑡𝑚 𝑡𝑝 𝑡𝑒 𝜎2 

1-2 6 9 18 10 4 

1-3 5 8 17 9 4 

2-4 4 7 22 9 9 

3-4 4 7 16 8 4 

4-5 4 10 22 11 9 

2-5 4 7 10 7 1 

3-5 2 5 8 5 1 
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वेगवेगळ्या घटनाांसाठी अपेबक्षत वेळ (𝑡𝑒), मध्य वेळ (𝑡𝑚) आबण बशल्लक वेळ (Slack) याांची गणना खािीि 

तक्त्यात माांडिी जाते. शेवटच्या घटनेसाठी, 𝑡𝑚 िा 𝑡𝑒च्या बरोबरीने घेतिे जाते. 

खािीि तक्त्यामधे्य आपल्यािा आढळते की इव्हेंट  1, 2, 4 आबण 5 मधे्य सॅ्लक कमीत कमी आहे. म्हणून 1-2-4-5 

हा बिबटकि पाि आहे. बिबटकि पाि जाड रेिाांनी बचन्हाांबकत केिा आहे. 

 

 

इव्हेंट 

नांबर 

अबितएस्ट एक्सपेरड टाईम िेटेस्ट ओकारन्स टाईम 
सॅ्लक  

S 
प्रीडीसेसर  

इव्हेंट (i) 
𝑡𝑒
𝑖𝑗

 𝑡𝑒
𝑗
 𝑡𝑒 

सके्ससर 

इव्हेंट ( j) 
𝑡𝑚
𝑖𝑗

 𝑡𝑚
𝑗

 𝑡𝑚 

1 - - 0 0 
2 

3 

10 

9 

0 

2 
0 0 

2 1 10 10 10 
4 

5 

9 

7 
10 10 0 

3 1 9 9 9 
4 

5 

8 

5 
11 11 2 

4 
2 

3 

9 

8 

19 

17 
19 5 11 19 19 0 

5 
2 

3 

7 

5 

17 

14 
30   30 30 0 

 

 

आता मानक बवचिन   𝜎 = √∑𝜎𝑖𝑗
2    द्वारे बदिे जाते 

                                  = 𝜎1−2
2 + 𝜎2−4

2 + 𝜎4−5
2  

           

                                  = 4 + 9 + 9 = 22  

                                   𝜎 = √22 = 4.69 

                                 ∴ 𝑍 =
𝑡𝑠− 𝑡𝑒

𝜎
     इिे   𝑡𝑠 = 35   बदवस 

                     ∴ प्रोजेर 35 बदवसाांत पूणत होण्याची 85.7% शक्यता आहे. 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. जर एखाद्या प्रकल्पाचा महत्त्ाचा मागत 20 मबहन्याांचा असेि आबण त्यासोबत 4 मबहन्याांचा मानक बवचिन असेि, 

तर प्रोजेर a) 20 मबहन्याांत b)18 मबहन्याांत c)24 मबहन्याांत पूणत होण्याची शक्यता बकती आहे? 
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2. पीईआरटी गणना 9 च्या फरकासह 60 आठवड्ाांच्या प्रकल्पाची लाांबी देते. 0.99 च्या सांिाव्यतेसह प्रोजेर 

बकती आठवड्ाांमधे्य पूणत होण्याची अपेक्षा कराल? (प्रोजेरची हीच लाांबी आहे जी तुम्हाला 1% वेळा 

ओलाांडण्याची अपेक्षा आहे जर प्रकल्पाची पुनरावृत्ती एकाच पद्तीने केली गेली असेल). 

3. खाली दशतबवलेल्या नेटवकत चा बवचार करा. बियाकलापाांचे तीन वेळा अांदाज बाणाांसह बदले आहेत. बिबटकि 

पाि बनस्टश्चत करा. 20 बदवसाांत प्रोजेर पूणत होण्याची शक्यता बकती आहे? 
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युशनट 4 

बायवे्हररएट शिके्वन्सी शडसटर ीबु्यिन अँड कोररिेिन 

(Bivariate frequency distribution and correlation) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO4: बायवे्हररएट बफ्रके्वन्सी बडसटि ीबु्यशन अँड कोररिेशनचा वापर डेटा बवशे्लिणासाठी करा. 

घटक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. कोररिेशन आबण त्याचे प्रकार समजावून साांगा. 

2. काित बपअसतनचा कोररिेशन कोइबफबशयांटचा वापर करून दोन वे्हररयेबिस् मधीि बिबनयर ररिेशनचे 

मॅ्यबियूड मोजा. 

3. स्पीअरमनचा रँक कोररिेशन कोइबफबशयांटचा वापर करून रँक मोजा. 

4. बदिेल्या बफ्रके्वन्सी बडसटि ीबु्यशनचा प्रकार ठरवा. 

पररचय: इन्टर ोडक्शन: बायवे्हररएट शिके्वन्सी शडसटर ीबु्यिन (Introduction: Bivariate frequency 

distribution) 

सॅ्टबटस्टस्टक्स मधे्य बायवे्हररएट बफ्रके्वन्सी बडसटि ीबु्यशन दोन वे्हररयेबिस् मधीि ररिेशन दशतवते आबण त्याांचे वॅ्हलू्यज 

बफ्रके्वन्सी बडसटि ीबु्यशन मधे्य आयोजन करून बवशे्लबित करते. हे दोन बिन्न डेटा सांच कसे सांबांबधत आहेत आबण 

बवबशष्ट सांयोजनाांचे मूल्य बकती वेळा येतात याचे बवशे्लिण करण्यास मदत करते. अशा प्रकारचे बडसटि ीबु्यशन 

अितशास्त्र, जैवबवज्ञान, आबण सामाबजक शास्त्र अशा के्षिाांमधे्य महत्त्ाचे आहे, बजिे वे्हररयेबिस् मधीि सांबांध डेटा 

बवशे्लिणासाठी अत्यांत महत्त्ाचे असतात. 

उदाहरणाित, अितशास्त्रामधे्य, बायवे्हररएट बडसटि ीबु्यशन जमा आबण खचत यामधीि ररिेशन दशतवू शकते बकां वा 

सप्लाय आबण बडमाांड याांमधीि परस्परसांबांध बवशे्लबित करू शकते. 

4.1 कोररिेिन (Correlation):  

कोररिेशन हे सॅ्टबटस्टस्टक्सचे एक माप आहे जे दोन वे्हररयेबिस् मधीि ररिेशनची ताकद आबण बदशा व्यक्त करते. 

बायवे्हररएट बडसटि ीबु्यशन मधे्य जर एका वे्हररयेबि मधे्य होणारा बदि त्या दुसऱ्या वे्हररयेबिमधे्य होणाऱ्या 

बदिासोबत असतो, म्हणजे एक बदि दुसऱ्या बदिासोबत वाढतो बकां वा कमी होतो, तर त्या दोन वे्हररयेबिस् मधे्य 

ररिेशन असते उदाहरणाित, व्यायाम आबण शारीररक तांदुरुस्ती, मागणी आबण पुरवठा, जमा आबण खचत. 

4.1.1 टाईप्स ऑि कोररिेिन (Types of Correlation):  

 पॉझेशटव्ह कोररिेिन (Positive Correlation): जर एका वे्हररयेबि मधे्य वाढ बकां वा घट दुसऱ्या 

वे्हररयेबि मधे्य समाांतर वाढ बकां वा घट आणते, तर त्या दोन वे्हररयेबिस् मधे्य पॉझेबटव्ह कोररिेशन असते. 

उदाहरणाित, जसे-जसे तापमान वाढते, तसतसे एसी बविी वाढते. 

 नेगेशटव्ह कोररिेिन (Negative Correlation): जर एका वे्हररयेबि मधे्य वाढ बकां वा घट दुसऱ्या 

वे्हररयेबि मधे्य उिट घट बकां वा वाढ आणते, तर त्या दोन वे्हररयेबिस् मधे्य नेगेबटव्ह कोररिेशन असते. 

उदाहरणाित, जास्त वेळ सोशि मीबडयावर घािबवल्यास, कामाची उत्पादकता कमी होऊ शकते. 

 शिशनअर कोररिेिन (Linear Correlation): जर सवत डेटा बबांदू एक सरळ रेिेसोबत जवळजवळ  

असतीि, तर कोररिेशन  बिबनअर असते. याचा अित, दोन वे्हररयेबिस् मधीि ररिेशन बिबनअर इके्वशन ने 

दशतबविा जातो. 

 नॉन- शिशनअर कोररिेिन(Non-Linear Correlation): नॉन- बिबनअर कोररिेशन मधे्य, डेटा बबांदू 

सरळ रेिेसोबत नाही तर कोणत्याही वि रेिेसोबत असतात. याचा अित दोन्ही वे्हररयेबिस् मधीि ररिेशन 

अबधक जबटि असते आबण साध्या रेिीय मॉडेिने यािा व्यक्त करता येत नाही. 

 शसम्पि कोररिेिन (Simple Correlation): दोन वे्हररयेबिस् मधीि कोररिेशनिा बसम्पि कोररिेशन 

म्हणतात. उदाहरणाित, उांची आबण वजन याांमधीि ररिेशन. 
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 मस्तिपि कोररिेिन (Multiple Correlation): मस्टल्टपि कोररिेशन तीन बकां वा अबधक वे्हररयेबिस् 

मधीि ररिेशन दशतबवतो. उदाहरणाित, बवद्यार्थ्ातच्या शैक्षबणक कायतक्षमतेचे अांदाज िावताना, अभ्यास वेळ, 

मागीि गुण, आबण उपस्टथिती हे सवत घटक एकबितपणे एक मस्टल्टपि कोररिेशन तयार करतात. 

4.2 मॅथेमॅशटकि मेथड ऑि कोररिेिन कोइशिशियंट (Mathematical Method of correlation 

coefficient): 

a) िॅटर डायग्राम (Scatter Diagram): 

सॅ्कटर डायग्राम हा दोन वे्हररयेबिस् मधीि ररिेशन दशतबवणारा एक ग्राबफकि प्रबतबनबधत्व आहे. यामधे्य प्रते्यक 

पॉईांट हे दोन वे्हररयेबिस् साठी मूल्याांची जोडी दशतबवतो. याचा उपयोग कोररिेशन पाहण्यासाठी आबण डेटा समजून 

घेण्यासाठी केिा जातो. 

b) कािग शपअसगनचा कोररिेिन कोइशिशियंट (Karl Pearson’s Coefficient of Correlation): 

कित पीयसतनचा कोररिेशन कोइबफबशयांट (r) दोन वे्हररयेबिस् मधीि रेिीय सांबांधाची तीव्रता बकां वा प्रमाण मोजतो. 

हे दोन वे्हररयेबिस् च्या कोररिेशन ची मोजणी करतो आबण कोररिेशनचा प्रकार (पॉझेबटव्ह बकां वा नेगेबटव्ह) समजून 

घेण्यास मदत करतो. कोररिेशन कोइबफबशयांट ची गणना करण्यासाठी, सांबांबधत डेटा आबण बवबवध सूिाांचा वापर 

केिा जातो. 

c) स्पीअरमनचा रँक कोररिेिन कोइशिशियंट (Spearman’s Rank Coefficient of Correlation): 

स्पीअरमनचा रँक कोररिेशन कोइबफबशयांट दोन वे्हररयेबिस् मधीि रँक बकां वा थिानानुसार सांबांध मोजतो. यामधे्य 

प्रते्यक डेटा पॉईांटिा एक रँक बदिा जातो आबण त्यावर आधाररत कोररिेशन मोजिा जातो. याचा उपयोग डेटाच्या 

िमाने केिेल्या बवशे्लिणासाठी केिा जातो. 

या तीन पद्ती ांनी कोररिेशन चे मापन केिे जाते, ज्यामुळे आपण बवबवध पररस्टथिती ांमधे्य डेटा आबण त्याांच्यातीि सांबांध 

अबधक स्पष्टपणे समजू शकतो. 

मुख्य संकल्पनांचे सारांि: 

 कोररिेिन (Correlation): दोन वे्हररयेबिस् मधीि सांबांध मोजतो. 

o पॉझेशटव्ह कोररिेिन: एका वे्हररयेबि मधे्य वाढ, दुसऱ्या मधे्य देखीि वाढ. 

o नेगेशटव्ह कोररिेिन: एका वे्हररयेबि मधे्य वाढ, दुसऱ्या मधे्य घट. 

o शिशनअर कोररिेिन: सरळ रेिेचा सांबांध. 

o नॉन- शिशनअर कोररिेिन: वि रेिेचा सांबांध. 

o शसम्पि कोररिेिन: दोन वे्हररयेबिस् मधीि सांबांध. 

o मस्तिपि कोररिेिन: तीन बकां वा अबधक वे्हररयेबिस् मधीि सांबांध. 

 सहसंबंध मोजण्याच्या पद्ती: 

1. कािग शपअसगनचा कोररिेिन कोइशिशियंट :  रेिीय सांबांध मोजतो. 

2. स्पीअरमनचा रँक कोररिेिन कोइशिशियंट: मोनोटोबनक सांबांध मोजतो. 

िॅटर डायग्राम (Scatter Diagram): सॅ्कटर डायग्राम हे दोन वे्हररयेबिस् मधीि सांबांधाचे ग्राबफकि 

प्रबतबनबधत्व आहे. हे सॅ्टबटस्टस्टक्स मधे्य डेटा दृश्यमान करण्यासाठी आबण कोररिेशन प्रिावीपणे समजून घेण्यासाठी 

आवश्यक उपकरण आहे. यामधे्य प्रते्यक पॉईांट हे दोन वे्हररयेबिस् साठी मूल्याांची जोडी म्हणून ग्राफवर बचस्टन्हत 

केिे जाते. X-अक्षावर स्वतांि वे्हररयेबि (Independent Variable) आबण Y-अक्षावर आबश्रत वे्हररयेबि 

(Dependent Variable) दाखविे जातात. (Figure. 4.1 पहा)  
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 पॉझेशटव्ह कोररिेिन                        नेगेशटव्ह कोररिेिन                        कोररिेिन नाही

 

Figure 4.1: िॅटर डायग्राम (Scatter Diagram) 

4.2.1 कािग शपअसगनचा कोररिेिन कोइशिशियंट (Karl Pearson’s Coefficient of Correlation): 

काित बपअसतनचा कोररिेशन कोइबफबशयांट (r) दोन वे्हररयेबिस् मधीि बिबनअर कोररिेशनची तीव्रता बकां वा प्रमाण 

मोजतो. याचे सूि असे आहे: 

𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝑟 =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
 

बायवे्हररएट बफ्रके्वन्सी बडसटि ीबु्यशन मधे्य , जर  (xi, yi) मूले्य   (x1, y1) (x2, y2) … (xn, yn)    घेतिी जातात, तर, 

 

𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛
∑(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)

𝑛

𝑖=1

 

 

बजिे, �̅�  आबण  �̅� हे अनुिमे x आबण y साठी सरासरी आहेत. 

त्याचप्रमाणे, 

𝜎𝑥 = √∑
1

𝑛
(𝑥𝑖 − �̅�)2

𝑛
𝑖=1    ,   𝜎𝑦 = √∑

1

𝑛
(𝑦𝑖 − �̅�)2

𝑛
𝑖=1  

हे x आबण y साठी सॅ्टण्डडत डेस्टव्हएशन्स आहेत 

∴ 𝑟(𝑥, 𝑦) =

1
𝑛
∑ (𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)
𝑛
𝑖=1

√1
𝑛
∑ (𝑥𝑖 − �̅�)2
𝑛
𝑖=1

√1
𝑛
∑ (𝑦𝑖 − �̅�)2
𝑛
𝑖=1

 

=
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑛�̅��̅�
𝑛
𝑖=1

√∑ 𝑥𝑖2 − 𝑛�̅�2
𝑛
𝑖=1 √∑ 𝑦𝑖2 − 𝑛�̅�2

𝑛
𝑖=1

 

 उदाहरणे सोडवण्यासाठी खािीि सूि देखीि वापरता येईि: 

r(x, y) =
cov(x, y)

σxσy
=

∑xy − nx̅y̅

√(∑x2 − nx̅2)(∑ y2 − ny̅2))
 

जर  xi  आबण  yi  याांचे मूले्य मोठी असतीि, तर आम्ही मूल्याांचे रूपाांतरण वापरू शकतो, ज्यासाठी मूल्याांमधे्य थिान 

आबण प्रमाण बदि केिे जातात. 
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 समजा  𝑢𝑖 =
𝑥𝑖 −a

ℎ
  आबण   𝑣𝑖 =

𝑦𝑖 −b

𝑘
 

बजिे a आबण b नवीन उगम (Origins) आहेत आबण h आबण k प्रमाण घटक (Scale factors) आहेत, 

म्हणून 

     𝑟𝑥𝑦 = 𝑟𝑢𝑣 

∴  𝑟(𝑢, 𝑣) =
𝑐𝑜𝑣(𝑢, 𝑣)

𝜎𝑢𝜎𝑣
 

4.2.2 कोररिेिन कोइशिशियंटचे गुणधमग: 

 −1 ≤ 𝑟 ≤ 1 

 जर,  𝑟 = −1 तर पूणग नेगेशटव्ह कोररिेिन असते. 

 जर   𝑟 = 1, तर पूणग पॉझेशटव्ह कोररिेिन असते.  

 जर  𝑟 = 0, तर कोणतेही कोररिेिन नाही. 

 जर −1 ≤ 𝑟 < 0,  , तर नेगेशटव्ह कोररिेिन असते. 

 जर  0 < 𝑟 ≤ 1, तर पॉझेशटव्ह कोररिेिन असते. 

सोडविेिी उदाहरणे: 

1) खािीि डेटासाठी कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

X 

(स्टडी टाइम) 
1 2 3 4 5 

Y 

(टेस्ट स्कोर ) 
35 40 45 50 55 

उत्तर: 

x 

(स्टडी टाइम) 

y 

(टेस्ट स्कोर ) 
x2 y2 xy 

1 35 1 1225 35 

2 40 4 1600 80 

3 45 9 2025 135 

4 50 16 2500 200 

5 55 25 3025 275 

एकूण =15 225 55 10375 725 

 

�̅� =
15

5
= 3    , �̅� =

225

5
= 45 

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑦2 − 𝑛�̅�2))
 

 

=
725 − 5(3)(45)

√(55 − 5(3)2)(10375 − 5(45)2
 

=
50

√(10)(250)
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𝑟(𝑥, 𝑦) =
50

√2500
= 1 

𝑟(𝑥, 𝑦) = 1 

कोररिेशन कोइबफबशयांट 𝒓 = 𝟏, म्हणजेच दोन वे्हररयेबिस् मधे्य पूणत पॉझेबटव्ह कोररिेशन आहे. 

2) खािीि डेटासाठी कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

आवसत  ऑफ स्लीप 

x 
8 6 7 5 4 

नांबर ऑफ आवसत स्पेंट वबकां ग 

y 
5 6 7 8 9 

उत्तर: 

x 

आवसत  ऑफ स्लीप 

 

y 

नांबर ऑफ आवसत 

स्पेंट वबकां ग 

x2 y2 xy 

8 5 64 25 40 

6 6 36 36 36 

7 7 49 49 49 

5 8 25 64 40 

4 9 16 81 36 

एकूण =30 35 190 255 201 

�̅� =
30

5
= 6    , �̅� =

35

5
= 7 

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑦2 − 𝑛�̅�2))
 

 

                                             =
201−5(6)(7)

√(190−5(6)2)(255−5(7)2)
 

                                             =
−9

√100
 

                                  𝑟(𝑥, 𝑦) =
−9

10
= −0.9 

3) सॅ्टबटस्टस्टक्स आबण कां मु्पयटर प्रोग्राबमांगमधून १० बवद्यार्थ्ाांनी बमळविेिे माक्सत बदिे आहेत. कोररिेशन 

कोइबफबशयांट शोधा. 

सॅ्टबटस्टस्टक्स मधे्य 

बमळविेिे माक्सत (x) 
75 30 60 80 53 15 40 38 48 35 

कां मु्पयटर 

प्रोग्राबमांगमधे्य 

बमळविेिे माक्सत (y) 

45 54 91 58 63 35 43 45 44 85 
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उत्तर: 

सॅ्टबटस्टस्टक्स मधे्य 

बमळविेिे माक्सत 

(x) 

कां मु्पयटर 

प्रोग्राबमांगमधे्य 

बमळविेिे माक्सत 

(y) 

x2 y2 xy 

75 45 5625 2025 3375 

30 54 900 2916 1620 

60 91 3600 8281 5460 

80 58 6400 3364 4640 

53 63 2809 3969 3339 

15 35 225 1225 525 

40 43 1600 1849 1720 

38 45 1444 2025 1710 

48 44 2304 1936 2112 

35 85 1225 7225 2975 

एकूण = 474 563 26132 34815 27476 

 

�̅� =
474

10
= 47.4    , �̅� =

563

10
= 56.3 

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑦2 − 𝑛�̅�2))
 

 

                             =
27476−10(47.4 )(56.3)

√(26132−10(47.4)2)(34815−10(56.3)2)
 

=
789.8

√3664.4(3118.1)
 

𝑟(𝑥, 𝑦) = 0.2337 

4) खािीि डेटा साठी  r  मोजा: 

x 10 20 30 40 50 

y 20 40 50 70 80 

उत्तर: 

x y x2 y2 xy 

10 20 100 400 200 

20 40 400 1600 800 

30 50 900 2500 1500 

40 70 1600 4900 2800 

50 80 2500 6400 4000 

एकूण = 150 260 5500 15800 9300 

 

�̅� =
150

5
= 30  , �̅� =

260

5
= 52 
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𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑦2 − 𝑛�̅�2))
 

 

=
9300 − 5(30 )(52)

√(5500 − 5(30)2)(15800 − 5(52)2)
 

r = 0.9 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. खािीि डेटा वापरून कािग शपअसगनचा कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा. 

प्राईस 10 20 30 40 50 60 70 

सप्लाय (युबनट्स ) 10 20 30 40 50 60 70 

 

2. खािीि डेटा वापरून कािग शपअसगनचा कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा:  

x 15 18 20 28 34 

y 40 42 46 50 52 

 

3. खािीि डेटा साठी r मोजा: 

x 21 23 30 54 57 58 72 78 87 90 

y 60 71 72 83 110 84 100 92 113 135 

4.2.3 स्पीअरमनचा रँक कोररिेिन कोइशिशियंट (Spearman’s Rank Co-Efficient of 

Correlation): 

कधी कधी डेटा सांख्यात्मक पद्तीने मोजता येत नाही, परां तु गुणवत्तात्मक मूल्याांकन करणे शक्य असते, जसे की 

सुांदर, कुरूप, उतृ्कष्ट, चाांगिे, प्रामाबणकपणा इत्यादी. अशा स्टथितीत, डेटा त्या बवशेि गुणधमातनुसार िमाांबकत केिा 

जातो, त्याऐवजी त्यावर सांख्यात्मक मोजमाप घेतिे जात नाही, आबण त्यामुळे सामान्य कोररिेिन कोइशिशियंट 

मोजता येत नाही. याऐवजी, चाल्सत एच. स्पीअरमन याांनी पारांपररक कोररिेिन कोइशिशियंटचे  

एक अप्रबतम पयातय बवकबसत केिा, जो खािीिप्रमाणे आहे: 

बदिेल्या n जोडिेल्या बनरीक्षणाांचा सांच (xᵢ, yᵢ) साठी, बजिे i = 1 ते n, x बनरीक्षणाांना त्याच्या पररमाणानुसार िमाांक 

1, 2, ... n बदिे जातात आबण त्याचप्रमाणे y बनरीक्षणाांना देखीि िमाांक बदिे जातात. नांतर या  

िमाांकाांची वास्तबवक सांख्यात्मक मूल्याांसाठी बदि केिी जातात. या पद्तीने मोजिेिा कोररिेिन कोइशिशियंट 

" रँक कोररिेिन कोइशिशियंट " बकां वा " स्पीअरमनचा कोररिेिन कोइशिशियंट " म्हणून ओळखिा जातो 

आबण तो R ने दशतबविा जातो. 

स्पीअरमनचा कोररिेिन कोइशिशियंट R(x, y) पुढीिप्रमाणे बदिा जातो: 

𝑅(𝑥, 𝑦) = 1 −
6∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2 − 1)
 

इिे, dᵢ हे xᵢ आबण yᵢ साठी बदिेल्या रँकसाठी असिेिा फरक आहे आबण n म्हणजे डेटा जोड्ाांची सांख्या. 

टीप: 

1. जर x बकां वा y बनरीक्षणाांमधे्य समान (टाय) असतीि, तर त्या प्रते्यक टायसाठी त्याांचे सामाबयक रँकचे सरासरी 

बदिी जातात. 

2. R(x, y)   हा गुणाांक -1 आबण 1 दरम्यान असतो. 
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4.2.4 ररशपटेड रँकां मधीि कोररिेिन (Correlation in case of repeated ranks): 

जेव्हा दोन बकां वा जास्त घटकाांची समान (टाय) वॅ्हलू्यज असतात, तेव्हा त्याांना वेगळ्या रँक देणे कठीण असते. अशा 

स्टथितीत सरासरी रँक (समान रँक) प्रते्यकािा बदिा जातो. यासाठी, कोररिेिन कोइशिशियंट शोधण्यासाठी पुढीि 

सुधाररत सूि वापरिे जाते: 

 

 

 

 

 

 

इिे, m₁, m₂ हे त्या ररबपटेड घटकाांच्या  सांख्याांचे मान आहेत. 

सोडविेिी उदाहरणे: 

1) खािीि डेटा साठी रँक कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

सु्टडन्ट A B C D E F G H I J 

मॅथ्स 

मधीि रँक 
9 10 6 5 7 2 4 8 1 3 

सॅ्टबटस्टस्टक्स 

मधीि रँक 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

उत्तर:  इिे रँक बदल्या आहेत आबण   𝒏 = 𝟏𝟎 

सु्टडन्ट 𝑅1 𝑅2 𝑑 = 𝑅1 − 𝑅2 𝑑2 

A 9 1 8 64 

B 10 2 8 64 

C 6 3 3 9 

D 5 4 1 1 

E 7 5 2 4 

F 2 6 -4 16 

G 4 7 -3 9 

H 8 8 0 0 

I 1 9 -8 64 

J 3 10 -7 49 

    ∑𝑑2=280 

𝑅 = 1 −
6∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2 − 1)
 

=1−
1680

990
= −0.697 

2) खािीि डेटा साठी रँक कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

𝑥 35 23 47 17 10 43 9 6 28 

𝑦 30 33 45 23 8 49 12 4 31 
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उत्तर: 

𝑥 𝑦 x मधीि रँक 𝑦 मधीि रँक 𝑑 = 𝑅1 − 𝑅2 𝑑2 

35 30 3 5 -2 4 

23 33 5 3 2 4 

47 45 1 2 -1 1 

17 23 6 6 0 0 

10 8 7 8 -1 1 

43 49 2 1 1 1 

9 12 8 7 1 1 

6 4 9 9 0 0 

28 31 4 4 0 0 

     ∑𝑑2 = 12 

𝑅 = 1 −
6∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2 − 1)
 

=1−
6×12

9(92−1)
= 0.9 

3) खािीि डेटा साठी कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा जो मॅथ्समधीि दोन स्टक्वझमधीि बमळविेिे माक्सत 

दशतबवतो: 

पबहल्या 

स्टक्वझमधीि 

माक्सत 𝑥 

6 5 8 8 7 6 10 4 9 7 

दुसऱ्या 

स्टक्वझमधीि 

माक्सत 𝑦 

8 7 7 10 5 8 10 6 8 6 

उत्तर: 

𝑥 4 5 6 6 7 7 8 8 9 10 

x मधीि रँक 1 2 3.5 3.5 5.5 5.5 7.5 7.5 9 10 

𝑦 5 6 6 7 7 8 8 8 10 10 

𝑦 मधीि रँक 1 2.5 2.5 4.5 4.5 7 7 7 9.5 9.5 

 

𝑥 𝑦 x मधीि रँक 𝑦 मधीि रँक 𝑑 = 𝑅1 − 𝑅2 𝑑2 

6 8 3.5 7 -3.5 12.25 

5 7 2 4.5 -2.5 6.25 

8 7 7.5 4.5 3 9 

8 10 7.5 9.5 -2 4 

7 5 5.5 1 4.5 20.25 

6 8 3.5 7 -3.5 12.25 

10 10 10 9.5 0.5 0.25 

4 6 1 2.5 -1.5 2.25 

9 8 9 7 2 4 
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7 6 5.5 2.5 3 9 

     ∑𝑑2 =79.5 

      

𝑅 = 1 −
6∑ 𝑑𝑖

2𝑛
𝑖=1

𝑛(𝑛2 − 1)
 

=1−
6×79.5

10(102−1)
= 0.5182 

4. दोन बविय X आबण Y मधे्य आठ अजतदाराांचे माक्सत खािीिप्रमाणे बदिे आहेत. कोररिेिन कोइशिशियंट 

मोजा. 

अजतदार A B C D E F G H 

बविय X 15 20 28 12 40 60 20 80 

बविय Y 40 30 50 30 20 10 30 60 

उत्तर:   

अजतदार बविय X बदिेिा रँक बविय Y बदिेिा रँक (𝑅1 − 𝑅2)2 = 𝐷2 

A 15 2 40 6 16 

B 20 3.5 30 4 0.25 

C 28 5 50 7 4 

D 12 1 30 4 9 

E 40 6 20 2 16 

F 60 7 10 1 36 

G 20 3.5 30 4 0.25 

H 80 8 60 8 0 

     
∑𝐷2=81.5 

 

𝑹 = 𝟏 −

𝟔 [∑𝒅𝒊
𝟐 +

𝒎𝟏(𝒎𝟏
𝟐 − 𝟏)
𝟏𝟐 +

𝒎𝟐(𝒎𝟐
𝟐 − 𝟏)
𝟏𝟐 +⋯]

𝒏(𝒏𝟐 − 𝟏)
 

येिे बविय X दोनदा 20 मधे्य पुनरावृत्ती करतो  म्हणून  𝑚1 = 2 आबण बविय Y 30 मधे्य 3 वेळा पुनरावृत्ती करतो 

म्हणून 𝑚2 = 2 

                                              ∴ 𝑹 = 𝟏 −
𝟔(𝟖𝟏.𝟓+

𝟏

𝟏𝟐
(𝟐𝟑−𝟐)+

𝟏

𝟏𝟐
(𝟑𝟑−𝟑))

(𝟖𝟑−𝟖)
 

                                                  = 𝟎 

दोन बवियाांमधे्य बमळविेिे माक्सत यामधे्य कोणताही कोररिेिन नाही. 

5)   सौांदयत स्पधेतीि दहा स्पधतकाांना तीन न्यायाधीशाांनी खािीि प्रमाणे रँक बदिे आहेत 

पबहिे न्यायाधीश 1 4 6 3 2 9 7 8 10 5 

दूसरे न्यायाधीश 2 6 5 4 7 10 9 3 8 1 

बतसरे न्यायाधीश 3 7 4 5 10 8 9 2 6 1 

कोररिेिन कोइशिशियंटची पद्त वापरून, कोणत्या न्यायाधीशाांच्या जोड्ा सौांदयातच्या सामान्य आवडाच्या  

जवळपास पोहोचल्या आहेत हे ठरवा. 

उत्तर:समजा, Rx, Ry, Rz हे तीन न्यायाधीशाांनी बदिेिे रँक दशतबवतात. 
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𝑅𝑥 Ry Rz dxy=Rx-Ry dyz=Ry-Rz dzx=Rz-Rx d2
xy d2

yz d2
zx 

1 2 3 -1 -1 2 1 1 4 

4 6 7 -2 -1 3 4 1 9 

6 5 4 1 1 -2 1 1 4 

3 4 5 -1 -1 2 1 1 4 

2 7 10 -5 -3 8 25 9 64 

9 10 8 -1 2 -1 1 4 1 

7 9 9 -2 0 2 4 0 4 

8 3 2 5 1 -6 25 1 36 

10 8 6 2 2 -4 4 4 16 

5 1 1 4 0 -4 16 0 16 

      
∑𝑑𝑥𝑦

2 =82 ∑𝑑𝑦𝑧
2 =22 ∑𝑑𝑧𝑥

2 =158 

 

 

Ryz सवातत जास्त आहे, म्हणून दुसऱ्या आबण बतसऱ्या न्यायाधीशाांच्या जोड्ा सौांदयातच्या सामान्य आवडाच्या 

जवळपास पोहोचल्या आहेत. 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. दोन न्यायाधीशाांनी सौांदयत स्पधेत ११ मुिी ांना खािीि रँक बदिे आहेत 

मुिी 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

न्यायाधीश 

A 
3 4 1 2 5 10 11 7 9 8 6 

न्यायाधीश 

B 
2 4 3 1 7 9 6 11 10 5 8 

रँक कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा. 

 

2. खािीि डेटा साठी रँक कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

𝑥 48 33 40 9 16 16 65 24 16 57 

𝑦 13 13 24 6 15 4 20 9 6 19 

 

3. खािीि डेटा वापरून स्पीअरमनचा रँक कोररिेिन कोइशिशियंट मोजा: 

𝑥 68 64 75 50 64 80 75 40 55 64 

𝑦 62 58 68 45 81 60 68 48 50 70 

 

 

 

ADMIN
Line
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युशनट 5 

ररगे्रशन एनाशिशसस 

(Regression Analysis) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO5 : डेटाचा सहसांबांध बनस्टश्चत करण्यासाठी प्रबतगमन बवश्लेिण लागू करा. 

घटक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. प्रबतगमन बवश्लेिणाच्या सांकल्पना स्पष्ट करा. 

2. सहसांबांध सहगुणाांक आबण प्रबतगमन सहगुणाांक वापरून दोन चलाांमधील सांबांध शोधा. 

3. डेटामधून सवोत्तम बफबटांग वि बकां वा सरळ रेिा शोधण्यासाठी कमीत कमी चौरसाांची पद्त लागू करा. 

4. एका चलाचे दुसऱ्या चलावरील प्रबतगमन समीकरण शोधा. 

5.1 नॉन वे्हररयनस (Non-Variance) 

नॉन-वे्हररयांस म्हणजे अशी पररस्टथिती बजिे बवबशष्ट वैबशष्ट्य बकां वा डेटा सेटमधे्य कोणताही फरक बकां वा फरक 

नसतो. दुसऱ्या शब्ाांत, ते अशा पररस्टथितीचे वणतन करते ज्यामधे्य सवत मूल्ये (वॅ्हिू) स्टथिर, एकसमान बकां वा 

एकसारखी असतात. ते वेगवेगळ्या सांदिाांमधे्य लागू होऊ शकते, 

1. सांस्तख्यकी (सॅ्टशटस्तस्टक्स): जेव्हा डेटा पॉइांट्समधे्य कोणतेही पररवततनशीलता बकां वा प्रसार नसतो, तेव्हा बिन्नता 

शून्य असते. 

2. सामान्य वापर: जेव्हा गोष्टी सुसांगत बकां वा अपररवबततत राहतात, कामबगरी, वततन बकां वा पररणामात कोणतेही 

बिन्नता दशतवत नाहीत. 

• शून्य शिन्नता (शझरो वे्हररअन्स )  (Zero Variance): जेव्हा डेटा सेटमधील सवत मूल्ये (वॅ्हिू)समान असतात, 

तेव्हा बिन्नता शून्य असते. 

• मोठे शिन्नता (िाजग वे्हररअन्स ) (Large Variance) जेव्हा डेटा मूल्ये (वॅ्हिू) सरासरीपासून पसरवली जातात, 

तेव्हा बिन्नता मोठी असते. 

• िहान शिन्नता (स्मॉि वे्हररअन्स )(Small Variance): जेव्हा डेटा मूल्ये (वॅ्हिू) सरासरीच्या जवळ असतात, 

तेव्हा बिन्नता लहान असते. 

5.1.1 नॉन-वे्हररअन्सची काही सोपी उदाहरणे खािीिप्रमाणे आहेत. 

उदाहरण: 5,5,5,5,5 या सांख्या असलेला डेटा सेट. सवत मूल्ये समान असल्याने फरक शून्य आहे. मूल्याांमधे्य 

कोणताही प्रसार बकां वा फरक नाही. 

उदाहरण: सव्हतर सातत्याने बवनांत्या अगदी त्याच वेळेत प्रबिया करतो (उदाहरण, बवनांतीवर प्रबिया करण्यासाठी 

नेहमीच 3 सेकां द लागतात), प्रबियेच्या गतीमधे्य कोणताही फरक दशतवत नाही. 

उदाहरण: मानक वातावरणीय दाबाखाली शुद् पाण्याचा गोठणबबांदू सातत्याने 0°C असतो. जर तुम्ही बनयांबित 

पररस्टथितीत पाणी मोजत असाल, तर त्याचा गोठणबबांदू बदलणार नाही आबण तो स्टथिर राहील. 

उदाहरण: एका बवबशष्ट अल्गोररिम चालवणाऱ्या आबण समान इनपुट बदल्यावर (उदाहरण 2+2 जोडण्यासारखे 

गबणतीय गणना) नेहमीच समान पररणाम देणाऱ्या प्रोग्राममधे्य, बनकालात बिन्नता नसते  ते नेहमीच 4 परत करेल. 

उदाहरण: एक बासे्कटबॉल खेळाडू प्रते्यक सामन्यात नेहमीच 20 गुण बमळवतो, प्रबतस्पधी बकां वा पररस्टथिती काहीही 

असो. कामबगरीतील ही सातत्यता फरक नसल्याचे दशतवते. 

उदाहरण: एक वाळवांट प्रदेश बजिे दररोज दुपारी तापमान नेहमीच 35°C असते, कोणताही चढ-उतार बकां वा 

फरक नसतो, बदवसाच्या त्या बवबशष्ट वेळी तेिे फरक नसतो. 

उदाहरण: एखादा ग्राहक दुकानात जाताना दरवेळी एकच वसू्त (उदाहरण बवबशष्ट िँडची कॉफी) खरेदी करतो. 

त्याांच्या खरेदीच्या वततनात कोणताही फरक नसतो. 
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उदाहरण: एक फूड कां पनी एक उत्पादन बनवते (जसे की चॉकलेट बार), आबण प्रते्यक बार अगदी सारखाच 

आकार, वजन आबण चवीचा असतो आबण बॅचमधे्य कोणताही फरक नसतो. उत्पादनाच्या वैबशष्ट्याांमधे्य कोणताही 

फरक नाही. 

उदाहरण: एक बडबजटल घड्ाळ त्याच्या आउटपुटमधे्य प्रते्यक सेकां दाला समान अचूक वेळ दाखवते (उदाहरण, 

िुटी बकां वा चढउताराांबशवाय तास बकां वा बदवसाांसाठी 12:00:00 दाखवते). दाखवलेल्या वेळेत कोणताही फरक 

नाही. 

उदाहरण: जर तुम्ही अशा खोलीत असाल बजिे वातानुकूलन यांिणा 22°C तापमान राखण्यासाठी सेट केलेली 

असेल आबण ती चढ-उतार न होता पूणतपणे स्टथिर राहते, तर त्या खोलीतील तापमानात कोणताही फरक नसतो. 

उदाहरण: अशी कां पनी जी दर आठवड्ाला एका बनस्टश्चत वेळापिकानुसार नेहमीच समान प्रमाणात कच्चा माल 

प्राप्त करते, कोणत्याही बदलाबशवाय बकां वा बवलां ब न करता. पुरवठा साखळी कामबगरीमधे्य फरक नसलेला बदसून 

येतो. 

या सवत उदाहरणाांमधे्य, नॉन-स्टव्हएररयन्सचे पररिाबित वैबशष्ट्य म्हणजे कालाांतराने बकां वा वेगवेगळ्या बनरीक्षणाांमधे्य 

कोणतेही बवचलन, चढ-उतार बकां वा फरक नाही. 

5.1.2 डेटाचे मानक शवचिन: (संॅ्टडडग डेशवएशन) (Standard Deviation) 

मानक बवचलन (सॅ्टांडडत डेबवएशन) ही साांस्टख्यकीमधील एक मूलिूत सांकल्पना आहे जी डेटा पॉइांट्सच्या फैलावचे 

मोजमाप करते जे डेटासेटमधील डेटा पॉइांट्स सरासरीपासून बकती प्रमाणात बवचबलत होतात हे पररिाबित करते, 

डेटामधील पररवततनशीलता बकां वा प्रसाराची स्पष्ट जाणीव प्रदान करते. 

मानक बवचलन (सॅ्टांडडत डेबवएशन) सूिाचा वापर डेटा मूल्याचे सरासरी मूल्यापासून बवचलन शोधण्यासाठी केला 

जातो म्हणजेच डेटा सेटमधील सवत मूल्याांचे सरासरी मूल्यापयांतचे बवखुरणे शोधण्यासाठी केला जातो. यादृस्टिक 

चलाच्या मानक बवचलनाची (सॅ्टांडडत डेबवएशनची)  गणना करण्यासाठी वेगवेगळे मानक बवचलन सूि आहेत. 

मानक बवचलन (सॅ्टांडडत डेबवएशन) म्हणजे डेटा पॉइांटच्या सरासरी मूल्यापासून डेटा पॉइांटच्या फैलावची बडग्री. ते 

आपल्याला साांगते की डेटा पॉइांटचे मूल्य डेटा पॉइांटच्या सरासरी मूल्यापेक्षा कसे बदलते आबण ते आपल्याला 

डेटाच्या नमुन्यातील डेटा पॉइांटच्या फरकाबिल साांगते. 

बदलेल्या डेटा सेटच्या नमुन्याचे मानक बवचलन हे डेटा सेटच्या बिन्नतेचे वगतमूळ म्हणून देखील पररिाबित केले जाते. 

n मूल्याांचे सरासरी बवचलन (म्हणजे x1, x2, …, xn) प्रते्यक मूल्याच्या फरकाच्या वगाांची बेरीज सरासरीपासून घेऊन 

मोजले जाते. 

मीन डेशवएशन   = (𝑴𝒆𝒂𝒏 𝑫𝒆𝒗𝒊𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏)  =  
𝟏

𝒏
∑  (𝒙𝒊 –  𝒙 )

𝟐𝒏
𝒊=𝟏  

 
Figure 5.1: संॅ्टडडग डेस्तव्हएशन (Standard deviation) 

गटबद् नसलेल्या डेटाचे मानक बवचलन 

गटबद् नसलेल्या डेटासाठी, मानक बवचलन तीन पद्ती वापरून मोजले जाऊ शकते,  

• वास्तबवक सरासरी पद्त (एकु्चअल मीन मेिड) 
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• गृहीत सरासरी पद्त (एजु्यम मीन मेिड) 

• चरण बवचलन पद्त (से्टप डेबवएशन मेिड) 

a. वािशवक सरासरी पद्तीने मानक शवचिन (संॅ्टडडग डेस्तव्हएशन बाय एकु्चअि मीन मेथड) (Standard 

Deviation by actual mean method) 

वास्तबवक सरासरी पद्तीने मानक बवचलन (संॅ्टडडग डेस्तव्हएशन बाय एकु्चअि मीन मेथड) बदलेल्या डेटाचा 

सरासरी काढण्यासाठी मूलिूत सरासरी सूि वापरते आबण या सरासरी मूल्याचा वापर करून आपण बदलेल्या डेटा 

मूल्याांचे मानक बवचलन शोधतो. या पद्तीत आपण सूि वापरून सरासरी काढतो, 

मीन Mean 𝝁 = (बनरीक्षणाांची बेरीज)/(बनरीक्षणाांची सांख्या) 

(वास्तबवक सरासरी पद्तीसाठी मानक बवचलन सूि) सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन बाय एकु्चअल मीन मेिड 

𝝈 = √∑ 
(𝒙𝒊 –  𝒙 )

𝟐

𝒏

𝒏

𝒊=𝟏

 

उदाहरण: डेटा सेटचे सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन शोधा  X = {2, 3, 4, 5, 6} 

उत्तर:बदलेले, n = 5  xi = {2, 3, 4, 5, 6} 

आपल्याला माबहत आहे,  

मीन Mean (μ) = (बनरीक्षणाांची बेरीज)/(बनरीक्षणाांची सांख्या) 

μ = (2 + 3 + 4 + 5 + 6)/ 5 

μ = 4 

मानक बवचलन सूि वापरणे (सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन वापरणे) 

𝝈 = √∑ 
(𝒙𝒊 –  𝒙 )

𝟐

𝒏

𝒏

𝒊=𝟏

 

𝜎2  =  1/𝑛[(2 –  4)2 + (3 –  4)2  +  (4 –  4)2  +  (5 –  4)2  +  (6 –  4)2] 

 

𝜎2 =  10/5 =  2 

                             अशा प्रकारे,𝝈 =  √(𝟐)  =  𝟏. 𝟒𝟏𝟒 

b. संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन बाय एजु्यम मीन मेथड (Standard Deviation by Assume mean method) 

x च्या खूप मोठ्या मूल्याांसाठी गटबद् डेटाचा मध्य शोधणे हे एक कां टाळवाणे काम आहे म्हणून आपण गृहीत 

धरलेली सरासरी पद्त वापरतो बजिे आपण एक अबनयांबित मूल्य (A) सरासरी मूल्य म्हणून गृहीत धरतो आबण 

नांतर सामान्य पद्तीचा वापर करून मानक बवचलनची (संॅ्टडडग डेस्तव्हएिनची) गणना करतो. समजा n डेटा 

मूल्याांच्या गटासाठी (x1, x2, x3, …, xn), गृहीत धरलेला मध्य A आहे तर बवचलन (डेस्टव्हएशन) आहे, 

𝒅𝒊  =  𝒙𝒊 –  𝑨 

बजिे, 

𝑥𝑖 = डेटा मूल्ये  A = गृहीत सरासरी 

एजु्यम मीन मेिडसाठीचे सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन सूि 

𝜎 =
∑𝒇𝒊𝒅𝒊

𝟐

𝒏
 

तर, 

‘n‘ = एकूण डेटा मूल्याांची सांख्या 

𝒅𝒊  =  𝒙𝒊 –  𝑨 

 



प्रोबॅबबबिटी अँड सॅ्टबटस्टस्टक्स-314316                                                          Probability and statistics-314316 

 

 
Maharashtra State Board of Technical Education                                                                                                        92 

c.संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन बाय से्टप डेशवएशन मेथड (Standard Deviation by step deviation method) 

आपण से्टप डेस्टव्हएशन पद्तीचा वापर करून गटबद् डेटाचे मानक बवचलन (संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन)देखील काढू 

शकतो. वरील पद्तीप्रमाणे या पद्तीमधे्य देखील, आपण गृहीत सरासरी म्हणून काही अबनयांबित डेटा मूल्य 

बनवडतो (म्हणजे A). नांतर आपण सवत डेटा मूल्याांचे बवचलन (डेबवएशन) मोजतो. 

(x1, x2, x3, …, xn)  ,  𝒅𝒊  =  𝒙𝒊 –  𝑨 , 𝑵 = ∑𝒇 

𝝈 = √
∑(𝑓𝑖𝑑𝑖)

2

𝑵
− (

∑𝒇𝒊𝒅𝒊
𝑵

)

𝟐

 

गटबद् वारांवारता बवतरण स्वरूपात सादर केलेल्या डेटाचा बवचार करताना आबण गणना आणखी कमी 

करण्यासाठी, आपण 𝑢 =
𝑥 – 𝐴

ℎ
   ठेवतो, बजिे h सामान्यतः  वगत मध्याांतराची रुां दी म्हणून घेतले जाते आबण A 

सामान्यतः  x पासून मध्य मूल्य असते. 

𝝈 = 𝒉 ∗ √
∑𝑓𝑖𝑢

2

𝑵
− (

∑𝒇𝒊𝒖

𝑵
)

𝟐

 

d. डीिेट गु्रप डेटाचे संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन (Standard Deviation of Discreate grouped data)  

गटबद् डेटामधे्य, प्रिम आम्ही एक वारांवारता सारणी बनवली आबण नांतर पुढील गणना केली गेली. स्वतांि गटबद् 

डेटासाठी, मानक बवचलन (सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन)तीन पद्ती वापरून देखील मोजले जाऊ शकते जे आहेत, 

 वास्तबवक सरासरी पद्त (एकु्चअल मीन मेिड) (Actual Mean Method) 

 गृहीत सरासरी पद्त (एजु्यम मीन मेिड) (Assumed Mean Method) 

 चरण बवचलन पद्त (से्टप डेबवएशन मेिड) (Step Deviation Method) 

 डीिेट वारांवारता बवतरणावर आधाररत सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशनचे सूि (Standard Deviation formula based on 

Discreate frequency Distribution) 

बदलेल्या डेटा सेटसाठी जर त्याची मूल्ये n (x1, x2, x3, …, xn) असतील आबण त्याांच्याशी सांबांबधत वारांवारता  

(f1, f2, f3, …, fn) असेल तर त्याचे मानक बवचलन (सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन) सूि  

𝝈 = √∑ 
𝒇𝒊(𝒙𝒊 –  𝒙 )

𝟐

𝒏

𝒏

𝒊=𝟏

 

तर, 

 n म्हणजे एकूण वारांवारता (n = f1 + f2 + f3 +…+ fn ) 

 �̅� म्हणजे मीन 

 xi डेटा पॉइांटचे मूल्य 

 fi डेटा पॉइांटची वारांवारता 

e. कंशटनू्यअस गु्रप डेटाचे संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन (Standard deviation of Continuous grouped data) 

कां बटनू्यअस डेटासाठी आपण प्रते्यक वगातला त्याच्या मध्यबबांदूने (xi म्हणून) बदलून आबण नांतर सामान्यपणे सूिाांची 

गणना करून स्वतांि डेटा सूिाांचा वापर करून मानक बवचलन (संॅ्टडडग डेस्तव्हएिन) सहजपणे मोजू शकतो. 

संॅ्टडडग डेस्तव्हएिनचे उदाहरण: (Examples on Standard deviations) 

उदाहरण 1: सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन शोधा, 

 

 

उत्तर : प्रिम खालीलप्रमाणे तक्ता बनवा, जेणेकरून आपण पुढील मूल्ये सहजपणे काढू शकू. 

𝑥𝑖 5 12 15 

𝑓
𝑖
 2 3 3 
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𝑥𝑖 𝑓
𝑖
 𝑥𝑖𝑓𝑖 𝑥𝑖 − 𝜇 (𝑥

𝑖
− 𝜇)𝟐 𝒇(𝑥

𝑖
− 𝜇)𝟐 

5 2 10 -6.372 40.64 81.28 

12 3 36 0.625 0.39 1.17 

15 3 45 3.625 13.14 39.42 

Total 8 91 - - 121.87 

 

मीन Mean (μ)  =  
∑(𝑓𝑖 𝑥𝑖)

∑(𝑓𝑖)
 

मीन Mean (μ) = 91/8 = 11.375 

 सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशनचे सूिाांचा वापर करून 

𝜎 = √
∑𝑓𝑖 (𝑥𝑖 − 𝜇)

2

𝑛
 

𝜎 = √
121.87

8
 

𝜎  =  3.90 

सॅ्टांडडत  डेस्टव्हएशन (Standard Derivation)(σ)  =  3.90 

 

उदाहरण 2: खालील बवतरणातून मानक बवचलनाची (सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशनची) गणना करा. 

क्लास 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50 50-55 55-60 60-65 

बफ्रके्वन्सी 25 35 50 90 75 60 35 25 15 

 

उत्तर:  

आपल्याकडे  h = 5 आहे आबण आपण खालील तक्ता तयार करू 

 

शे्रणी 

 

मध्यम मूल्य 

x 

 

वारांवारता 

f 

 

𝑢 =
𝑥 − 𝐴

ℎ
 

 

𝑢2 

 

𝑓𝑢 

 

𝑓𝑢2 

20-25 22.5 25 -3 9 -75 225 

25-30 27.5 35 -2 4 -70 140 

30-35 32.5 50 -1 1 -50 50 

35-40 37.5 90 0 0 0 0 

40-45 42.5 75 1 1 75 75 

45-50 47.5 60 2 4 120 240 

50-55 52.5 35 3 9 105 315 

55-60 57.5 25 4 16 100 400 

60-65 62.5 15 5 25 75 375 

Total - ∑𝑓=410   ∑𝑓𝑢 =280 ∑𝑓𝑢2 =1820 

येिे A = 37.5 

�̅� =
∑𝑓𝑢

∑𝑓
=
280

410
= 0.68 

मीन (Mean), �̅� = 𝐴 + ℎ𝑢 ̅ = 5(0.68) + 37.5 = 40.9 

�̅� = 40.9 
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सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन (Standard deviation) =𝜎 = ℎ ∗ √
∑𝑓𝑖𝑢

2

𝑁
− (

∑𝑓𝑖𝑢

𝑁
)
2
= 5 √

1820

410
− (0.68)2 

𝜎 = 5 √4.43 − 0.4624 = 9.9495 

 सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन (Standard deviation) = σ = 9.9495 

सरावासाठी उदाहरणे 

1] डेटाचे सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन शोधा. 

x 12 13 14 15 16 

f 2 5 3 6 2 

 

2] डेटाचे सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन शोधा. 

वीकिी वेजेस 

(Rs.) 
4.5-12.5 12.5-20.5 20.5-28.5 28.5-36.5 36.5-44.5 

नांबर ऑफ मेन 4 24 21 18 5 

 

5.1.3 कोवेररयन्स (Covariance) 

कोवेररयन्स (Covariance)हे एक साांस्टख्यकीय माप आहे जे दोन यादृस्टिक चलाांमधील रेखीय सांबांधाांच्या बदशेचे 

वणतन करते. एका वे्हररएबलमधे्य वाढ झाल्यामुळे दुसऱ्या वे्हररएबलमधे्य वाढ बकां वा घट होईल की नाही हे सूबचत 

करते. 

गबणतीयदृष्ट्या, X आबण Y या दोन चलाांमधील सहबविाजन खालीलप्रमाणे पररिाबित केले आहे: 

कोवेररयन्स  𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) =
1

𝑛
∑ (𝑋𝑖 − �̅�)(𝑌𝑖 − �̅�)
𝑛
𝑖=1  

 𝑋𝑖  and 𝑌𝑖 i-th बनरीक्षणासाठी X आबण Y वे्हररएबल्सची मूल्ये आहेत. 

 𝑋 ̅आबण  �̅� अनुिमे X आबण Y चे मध्य (मीन)(means) आहेत. 

 n ही डेटा बबांदूांची सांख्या आहे. 

महत्वाचे मुिे: 

 पॉशझशटव्ह कोवेररयन्स (Positive Covariance): सहप्रसरण सकारात्मक असल्यास, हे सूबचत करते की 

दोन्ही चल एकि वाढतात बकां वा कमी होतात. 

 शनगेशटव्ह कोवेररयन्स (Negative Covariance) :जर सहप्रसरण ऋणात्मक असेल, तर ते सूबचत करते 

की जसजसे एक वे्हररएबल वाढते, तसतसे दुसरे कमी होते. 

 शून्य कोवेररयन्स (Zero Covariance): शून्य सहप्रसरण दशतबवते की वे्हररएबल्समधे्य कोणताही रेखीय 

सांबांध नाही. 

तिाबप, सहबविाजन मूल्याांचा अित लावणे कबठण असू शकते कारण ते वे्हररएबल्सच्या से्कलवर अवलां बून असतात. 

म्हणूनच सहसांबांध गुणाांक बहुतेकदा वापरला जातो, कारण तो सहप्रवाह सामान्य करतो, नातेसांबांधाची ताकद आबण 

बदशा स्पष्ट करतो. 

5.1.4 कोइशिशन्ट ऑि कोररिेशन: (Coefficient of Correlation): 

दोन वे्हररएबल्समधील रेिीय सांबांधाांची तीव्रता बकां वा बडग्री मोजण्यासाठी, कालत  बपयसतनने सहसांबांध गुणाांक नावाचे 

सूि बवकबसत केले. 

r (x, y) ने दशतबवलेल्या x आबण y या दोन चलाांमधील सहसांबांध गुणाांक म्हणून पररिाबित केले आहे 

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
 

बायवेररएट बडस्टस्टि बु्यशन (xi, yi) ही मूल्ये (x1, y1) (x2, y2) … (xn, yn) घेतल्यास 
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𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛
∑(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�)

𝑛

𝑖=1

 

𝑋 ̅आबण  �̅� अनुिमे X आबण Y चे मध्य आहेत. त्याचप्रमाणे 

𝜎𝑥 = √∑
1

𝑛
(𝑥𝑖 − �̅�)

2𝑛
𝑖=1      आबण    𝜎𝑦 = √∑

1

𝑛
(𝑦𝑖 − �̅�)

2𝑛
𝑖=1  

जे x आबण y माबलकेसाठी सॅ्टांडडत डेस्टव्हएशन आहेत. आपल्याकडे खालीलप्रमाणे साधे फॉमत आहे, 

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
1

𝑛
∑(𝑥𝑖𝑦𝑖 − �̅��̅�)

𝑛

𝑖=1

 

𝜎𝑥
2 =

1

𝑛
∑ 𝑥𝑖 − �̅�

2𝑛
𝑖=1     त्याचप्रमाणे  𝜎𝑦

2 =
1

𝑛
∑ 𝑦𝑖 − �̅�

2𝑛
𝑖=1  

𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
   नांतर गणना केली जाऊ शकते. 

आपण वापरल्यास 

𝑢𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝐴 𝑜𝑟 𝑢𝑖 =
𝑋𝑖−𝐴

ℎ
   आबण 𝑣𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝐵 𝑜𝑟 𝑣𝑖 =

𝑌𝑖−𝐵

𝑘
 

𝐶𝑜𝑣(𝑢, 𝑣) =
1

𝑛
∑(𝑢𝑖𝑣 − �̅��̅�)

𝑛

𝑖=1

 

𝜎𝑢
2 =

1

𝑛
∑ 𝑢𝑖 − �̅�

2𝑛
𝑖=1     त्याचप्रमाणे   𝜎𝑣

2 =
1

𝑛
∑ 𝑣𝑖 − �̅�

2𝑛
𝑖=1  

r(u, v) द्वारे बदले जाते 𝑟(𝑢, 𝑣) =
𝑐𝑜𝑣(𝑢,𝑣)

𝜎𝑢𝜎𝑣
 

उदाहरणे सोडवण्यासाठी आपण खालील सूि देखील वापरू शकतो. 

𝒓(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑦2 − 𝑛�̅�2))
 

काही प्रमुख मुदे्द: 

1]हे ओळखले जाऊ शकते की r (x, y) = r (u, v). r (x, y) च्या तुलनेत r (u, v) ची गणना करणे सोपे आहे. 

2] सहसांबांध गुणाांक 'r' नेहमी –1 आबण 1 दरम्यान असतो म्हणजेच –1 ≤ r ≤1. 

3] जर r > 0 असेल तर सहसांबांध धनात्मक असेल आबण जर r <0 असेल तर सहसांबांध ऋणात्मक असेल. जर 

 r = 0, तर आपण असे म्हणतो की वे्हररएबल्स असांबांबधत आहेत. 

4] जर r = 1, आम्ही म्हणतो की पररपूणत सकारात्मक सहसांबांध आहे; जर r = –1 असेल तर, आपण म्हणतो की 

पररपूणत नकारात्मक सहसांबांध आहे. 

5] आम्ही हे देखील लक्षात घेतो की, सहप्रवेश हा देखील ऑडतरचा सांयुक्त कें द्रीय क्षण (Joint Central Moment) 

मानला जाऊ शकतो (1, 1) पैकी (X, Y). म्हणून, आपण 𝜇11 = 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) दशतवतो. 

उदाहरण 1: पॉशझशटव्ह  कोवेररयन्स  

अभ्यासाचे तास आबण परीके्षतील गुण याांच्यातील सांबांध बवचारात घेऊया. 

X 

(िशनांग अवसग) 

Y 

(माक्सग) 
X2 Y2 XY 

1 40 1 1600 40 

2 45 4 2025 90 

3 50 9 2500 150 

4 55 16 3025 220 

5 60 25 3600 300 

Total=15 250 55 12750 800 
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�̅� =
15

5
= 3    , �̅� =

250

5
= 50 

𝑟(𝑋, 𝑌) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑋𝑌 − 𝑛�̅��̅�

√(∑𝑋2 − 𝑛�̅�2)(∑𝑌2 − 𝑛�̅�2))
 

=
800 − 5(3)(50)

√(55 − 5(3)2)(12750 − 5(50)2)
 

=
50

√(10)(250)
 

𝑟(𝑋, 𝑌) =
50

√2500
= 1 

𝑟(𝑋, 𝑌) = 1 

बवश्लेिण:  r=1, म्हणजे सरावासाठी उदाहरणेलेले तास आबण चाचणी गुणाांमधे्य एक पररपूणत पॉबझबटव्ह कोवेररयन्स 

सहसांबांध आहे सरावासाठी उदाहरणेलेले तास वाढत असताना, चाचणी गुण पूणतपणे रेिीय पद्तीने वाढतात. 

उदाहरण 1: शनगेशटव्ह कोवेररयन्स   

खालील माबहतीवरून कोइबफशन्ट ऑफ कोररलेशन काढा. 

𝑛 = 10,∑𝑥 = 40 ,∑𝑦 = 40,∑𝑥 𝑦 = 150,∑𝑥2 = 190  ,∑𝑦2 = 200 

 

�̅� =
40

10
= 4    , �̅� =

40

10
= 4  

उत्तर:                                   𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

∑𝑥𝑦−𝑛�̅��̅�

√(∑𝑥2−𝑛�̅�2)(∑𝑦2−𝑛�̅�2))
 

 

=
150 − 10(4)(4)

√(190 − 10(4)2)(200 − 10(4)2
 

=
150 − 160

√(30)(40)
 

=
−10

34.6410
 

𝑟(𝑥, 𝑦) = −0.2850    

बवश्लेिण: r = −1, म्हणजे एक पररपूणत पॉबझबटव्ह कोवेररयन्स आहे.  

5.1.5 कोइशिशन्ट ऑि ररगे्रशन (Coefficient of regressions) 

रेगे्रशनचा सहगुणक म्हणजे साध्या रेिीय रेगे्रशन मॉडेलमधील रेगे्रशन रेिेचा स्लोप. तो स्वतांि चल (X) आबण 

अवलां बून असलेल्या चल (Y) याांच्यातील सांबांध दशतवतो. साध्या रेिीय रेगे्रशनमधे्य, Y आबण X याांच्यातील सांबांध 

पुढीलप्रमाणे नमूद केला जातो: 

𝑌 = 𝑏0 + 𝑏𝑦𝑋 

बजिे: 

 b₀ हा रेगे्रशन रेिेचा छेदबबांदू आहे (जेव्हा X = 0 असते तेव्हा Y चे मूल्य). 

 bᵧ हा रेगे्रशन सहगुणक (स्लोप) आहे, जो दशतवतो की X मधे्य एका युबनटने बदल झाल्यास Y बकती 

बदलतो. 

 

ररगे्रशन कोइशिशन्टनचे सूि 𝒃𝒚: 

ररगे्रशन कोइबफशन्टनचे सूि 𝒃𝑦 (स्लोप)  
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𝑏𝑦 =
∑(𝑋𝑖 − �̅�)(𝑌 − �̅�)

∑(𝑋𝑖 − �̅�)
2

 

बजिे: 

 Xᵢ आबण Yᵢ हे स्वतांि आबण अवलां बबत चलाांचे वैयस्टक्तक डेटा बबांदू आहेत. 

 𝑋 ̅ आबण �̅�  हे अनुिमे X आबण Y चे सरासरी मूल्य आहेत. 

इंटरपे्रशटंग द रेगे्रशन कोइशिशन्ट : (Interpreting the Regression Coefficient) 

 bᵧ > 0: X आबण Y याांच्यात सकारात्मक सांबांध आहे. X वाढल्यास, Y देखील वाढतो. 

 bᵧ < 0: X आबण Y याांच्यात नकारात्मक सांबांध आहे. X वाढल्यास, Y कमी होतो. 

 bᵧ = 0: X आबण Y याांच्यात कोणताही रेिीय सांबांध नाही. 

5.2 शिस्ट से्क्वअर मेथड (शकमान चौरसांची पद्त) (Method of Least Squares): 

एखाद्या प्रयोगाच्या पररणामस्वरूप, समजा, चलाांचे मूल्ये (xi, yi) नोांदवली गेली आहेत, बजिे i = 1, 2, 3,…, n. हे बबांदू 

आलेखावर प्लॉट केल्यास, सहसा असे बदसून येते की बहुतेक बबांदूांमधून एक गुळगुळीत वि जातो, तर काही बबांदू 

या विापासून िोडेसे दूर असतात. ही वि पबहल्या शे्रणीची (पबहल्या अांशाची) असू शकते, म्हणजे सरळ रेिा y = 

ax + b, बकां वा दुसऱ्या शे्रणीची पॅराबोिा जसे की y = ax² + bx + c, बकां वा सवतसाधारणपणे n व्या शे्रणीची वि 

असू शकते.  

सामान्य स्वरूप: 

𝑦 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + 𝑎2𝑥
𝑛−2……+ 𝑎𝑛 

 

 

Figure 5.2: शिस्ट से्क्वअर मेथड (Method of Least Squares) 

बबांदूांच्या सांचामधून जवळजवळ जाणारी वि समीकरण बनधातररत करण्यासाठी, आपण x आबण y याांच्यातील काही 

बवबशष्ट सांबांध गृबहत धरतो. हा सांबांध सरळ रेिा, दुसऱ्या शे्रणीची पॅराबोला, बतसऱ्या शे्रणीची वि बकां वा त्याहून अबधक 

शे्रणीची वि असू शकतो.आपण अशा स्वरूपाची समीकरणे गृबहत धरतो जी बदलेल्या बबांदूांसाठी सवोत्तम तांदुरुस्त 

(best fit) ठरतील.आकृती (आकृती 5.2)मधे्य, आपण पाहतो की सरळ रेिा बदलेल्या बबांदूांच्या सांचामधून 

जवळजवळ जात आहे.म्हणूनच, आपण सरळ रेिेचे समीकरण y = ax + b  ……(1) असे गृबहत धरू शकतो. जर 

बबांदू (xᵢ, yᵢ) समीकरण (1) वर असल्याचे गृबहत धरले तर, त्या बबांदूचा y सहबनदेश (co-ordinate) खालीलप्रमाणे 

गणना करता येतो: 

𝑦𝑖
′ = 𝑎𝑥 + 𝑏 

जर बबांदू खरोखर (1) वर असेल तर, 

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖
′ 

अन्यिा 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖
′ हे सूि (1) वापरून मोजलेल्या 𝑦𝑖

′ मूल्यापासून बनरीक्षण केलेल्या मूल्य yi चे बवचलन दशतवेल. 
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लहान वगाांच्या पद्तीमधे्य आपण या बवचलनाांच्या वगाांची बेरीज घेतो आबण कमाल बकां वा बकमान तत्त्ाचा वापर 

करून ही बेरीज कमी करतो. या बनकिाचा वापर करून a, b …..(1) ची मूल्ये मोजली जातात. याला लघुत्तम वगत 

बनकि म्हणतात. वि (1) हा बकमान वगत बनकि वापरून कोणत्याही अांशाचा असू शकतो, आपण त्याचे समीकरण 

शोधू शकतो. पुढील िागात आपण बदलेल्या बबांदूांच्या सांचाशी सरळ रेिा आबण दुसऱ्या अांशाचा पॅराबोला 

बसवण्याबिल चचात करू. 

1.शिशटंग स्टरेट िाईन (Fitting of straight Line) 

(xi, yi); i = 1, 2, 3, … n ही (x, y) ची बनरीक्षण केलेली मूल्ये (वॅ्हल्यू) मानू.सरळ रेिेत बसण्यासाठी, y=ax+b हे  

बकमान वगत बनकि वापरून (x1, y1), (x2, y2) …(xn, yn) हे बनरीक्षण केलेली मूल्ये आहेत. 

𝑦1
′ = 𝑎𝑥1 + 𝑏 , 𝑦2

′ = 𝑎𝑥2 + 𝑏 , 𝑦3
′ = 𝑎𝑥3 + 𝑏… . . 𝑦𝑛

′ = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏 

y बनदेशाांकाांची गणना केलेली मूल्ये (वॅ्हल्यू) या गृहीतकानुसार आहेत की बबांदू y = ax + b या सरळ रेिेवर आहेत. 

उदाहरणे सोडवण्यासाठी आपण खालील सूि वापरत आहोत. 

𝑎 ∑𝑥 + 𝑛𝑏 = ∑𝑦………………………..(1) 

𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏∑𝑥 = ∑𝑥𝑦………………….(2) 

(1) आबण (2) सोडवून, आपण a आबण b ची मूल्ये (वॅ्हल्यू) ठरवतो ज्यामुळे बदलेल्या डेटासाठी सवातत योग्य 

असलेली सरळ रेिा y=ax+b बमळते. कधीकधी गणनाांचे आकारमान कमी करण्यासाठी आपण मूळ थिान 

बदलतो. x = X + h बकां वा X = x – h घेतो. बजिे, h हे सामान्यतः  x च्या बनरीक्षण केलेल्या मूल्याांच्या सांचातील 

मध्यवती स्टथित मूल्य असते. आपल्याला y = aX + b ही सरळ रेिा सापडते आबण नांतर X ची जागा x – h ने घेते. 

2. शिशटंग सेकंड शडग्री पॅराबोिा (Fitting of Parabola) 

आता आपण फॉमतचा पॅराबोला बसवण्याची पद्त स्पष्ट करू 

𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

(xi, yi); i = 1, 2, 3, … n ही (x, y) ची बनरीक्षण केलेली मूल्ये (वॅ्हल्यू) मानू. 

पूवीप्रमाणे, बबांदू पॅराबोलाच्या समीकरणाची पूततता करतात या गृहीतकानुसार y बनदेशाांकाांची गणना केलेली वॅ्हल्यू 

खालीलप्रमाणे बदली आहेत  

𝑦1
′ = 𝑎𝑥1

2 + 𝑏𝑥1 + 𝑐 , 𝑦2
′ = 𝑎𝑥2

2 + 𝑏𝑥2 + 𝑐… . . , 𝑦𝑛
′ = 𝑎𝑥𝑛

2 + 𝑏𝑥𝑛 + 𝑐 ……(1) 

𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏∑𝑥 + 𝑛𝑐 = ∑𝑦 ……………….(2) 

𝑎 ∑𝑥3 + 𝑏∑𝑥2 + 𝑐∑𝑥 = ∑𝑥𝑦  ……………….(3) 

𝑎 ∑𝑥4 + 𝑏∑𝑥3 + 𝑐∑𝑥2 = ∑𝑥2𝑦 ……………….(4) 

समीकरण (2),(3),(4) ही तीन अज्ञात a, b, c मधे्य एकाच वेळी तीन समीकरणे आहेत. ही समीकरणे सोडवताना  

आपण a, b, c बनस्टश्चत करतो, जो बदलेल्या डेटासाठी सवोत्तम बफट पॅराबोला देतो: 

पूवीप्रमाणे, गणना कमी करण्यासाठी, आपण उत्पत्ती बदलतो x = X + h बकां वा X = x – h 

𝑎 ∑𝑋2 + 𝑏∑𝑋 + 𝑛𝑐 = ∑𝑦 ……………….(5) 

𝑎 ∑𝑋3 + 𝑏∑𝑋2 + 𝑐∑𝑋 = ∑𝑋𝑦  ……………….(6) 

𝑎 ∑𝑥4 + 𝑏∑𝑋3 + 𝑐 ∑𝑋2 = ∑𝑋2𝑦 ……………….(7) 

(5), (6) आबण (7) सोडवून, आपण a, b, c शोधतो आबण पॅराबोला बनस्टश्चत करतो. 

𝑦 = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋 + 𝑐 

मग आपण X ला x – h ने बदलू आबण x आबण y च्या सांदिातत पॅराबोला बमळवू. 

5.2.1 एक्सपोनेशशनि ररगे्रशन (Exponential Regression) 

घाताांकीय प्रबतगमन (एक्सपोनेशशनि ररगे्रशन) हा एक रेिीय प्रबतगमन प्रकार आहे. घाताांकीय प्रबतगमन दोन 

प्रकारे व्यक्त केले जाऊ शकते. चला दोन्ही प्रकारच्या घाताांकीय प्रबतगमन (एक्सपोनेशशनि ररगे्रशन) प्रकाराांची 

उदाहरणासह तपशीलवार चचात करूया. घाताांकीय प्रबतगमन (एक्सपोनेशशनि ररगे्रशन) बवत्त, जीवशास्त्र, 
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िौबतकशास्त्र इत्यादी के्षिात वापरले जाऊ शकते. घाताांकीय प्रबतगमनासाठी गबणतीय अबिव्यक्ती उदाहरणासह 

पाहू. 

𝑦 = aebx 

• बजिे y हा अवलां बबत चल आहे  

• x हा स्वतांि चल आहे  

• a, b हे प्रबतगमन सहगुणक (ररगे्रशन कोइबफशन्ट) आहेत. 

घाताांकीय वि (एक्सपोनेशशनि कवां)बसवताना, वरील समीकरणाच्या दोन्ही बाजूांना "ln" (पाया e सह लॉगररदम) 

लागू करून आपण वरील समीकरण सरळ रेिेच्या रेिा अांतबवतिेद स्वरूपात (साधे रेिीय प्रबतगमन) रूपाांतररत 

करू शकतो. 𝑦 = aebx दोन्ही बाजूांना ln लावल्याने आपल्याला बमळते  

दोन्ही बाजूांना ln लावल्याने आपल्याला बमळते: 

 ln(y) = ln(aebx) -ln(y) = ln(a) + ln(ebx) 

 ln(y) = ln(a) + bx 

आपण वरील समीकरणाची तुलना Y = A + BX शी करू शकतो. 

बजिे 𝑌 = 𝑙𝑛(𝑦) , 𝐴 =  𝑙𝑛(𝑎) , 𝐵 = 𝑏 , 𝑥 = 𝑋 , 𝑎 = 𝑒𝐴 𝑎𝑛𝑑 𝑏 = 𝐵 

सामान्य समीकरणे असतील 

 ∑ 𝑌 =  𝑛𝐴 +  𝐵 ∑ 𝑋 

 ∑ 𝑋𝑌 =  𝐴 ∑ 𝑋 +  𝐵 ∑ 𝑋2 

 

उदाहरण: बलस्ट से्क्वअर मेिड वापरून स्टि ेट लाईन काढा. 

x 5 10 15 20 25 

y 16 19 23 26 30 

 

उत्तर :  सरळ रेिा म्हणजे 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏.  

सामान्य समीकरणे सूिाने बदली आहेत. 

𝑎 ∑𝑥 + 𝑛𝑏 = ∑𝑦 …………(1) 

𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏∑𝑥 = ∑𝑥𝑦 ………(2) 

आता आपल्याला खालील सारणी वापरून ∑𝑥 ,∑ 𝑥2 , ∑ 𝑦 , ∑ 𝑥𝑦ची मूल्ये (वॅ्हल्यू) सापडतील, 

आम्ही खालीलप्रमाणे टेबल तयार करू 

x y 𝑥2 𝑥𝑦 

5 16 25 80 

10 19 100 190 

15 23 225 345 

20 26 400 520 

25 30 625 750 

∑𝑥 =75 ∑𝑦 =114 ∑𝑥2 =1375 ∑𝑥𝑦 =1885 

 

ही सवत मूल्ये (वॅ्हल्यू) समीकरण (1) आबण (2) मधे्य ठेवल्यास आपल्याला खालील सामान्य समीकरण बमळते, 

75a +5b =114…………..(3) 

1375a +75b =1885 ………..(4) 

दोन अज्ञाताांसाठी ही दोन समीकरणे सोडवल्याने आपल्याला बमळते, 

a = 0.7, b = 12.3, 

ADMIN
Line

ADMIN
Line
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मग सवोत्तम बसणारे सरळ रेिीय समीकरण वापरून, आपल्याकडे आहे 𝑦 = 0.7𝑥 + 12.3 

उदाहरण: बलस्ट से्क्वअर मेिड वापरून सेकां ड बडग्री पॅराबोला चे इके्वशन फाइांड करा 

x -3 -2 -1 0 1 2 3 

y 12 4 1 2 7 15 30 

 

उत्तर : पॅराबोला चे इके्वशन कस्टन्सडर करून 

𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 …….(1) 

𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏∑𝑥 + 𝑛𝑐 = ∑𝑦 ……………….(2) 

𝑎 ∑𝑥3 + 𝑏∑𝑥2 + 𝑐∑𝑥 = ∑𝑥𝑦  ……………….(3) 

𝑎 ∑𝑥4 + 𝑏∑𝑥3 + 𝑐∑𝑥2 = ∑𝑥2𝑦 ……………….(4) 

आता आपल्याला खालील सारणी वापरून ∑𝑥 ,∑ 𝑥2 , ∑ 𝑥3 , ∑ 𝑥4 , ∑ 𝑦 , ∑ 𝑥𝑦 , ∑ 𝑥2 𝑦  

आपण खालीलप्रमाणे टेबल तयार करू 

x y 𝑥2 𝑥3 𝑥4 xy 𝑥2𝑦 

-3 12 9 -27 81 -36 108 

-2 4 4 -8 16 -8 16 

-1 1 1 -1 1 -1 1 

0 2 0 0 0 0 0 

1 7 1 1 1 7 7 

2 15 4 8 16 30 60 

3 30 9 27 81 90 270 

∑𝑥 =0 ∑𝑦 = 71 ∑𝑥2 = 28 ∑𝑥3 = 0 ∑𝑥4 = 196 ∑xy =82 ∑𝑥2𝑦 = 462 

 

ही सवत मूल्ये समीकरण (2), (3), (4) मधे्य ठेवल्यास, आपल्याला बमळते 

196𝑎 +  0𝑏 +  28𝑐 =  462 … (5) 

0𝑎 +  28𝑏 +  0𝑐 =  82 … (6) 

28𝑎 +  0𝑏 +  7𝑐 =  71 … (7) 

तीन अज्ञाताांसाठी ही तीन समीकरणे सोडवल्यास, आपल्याला बमळते 

त्यामुळे 𝑎 =  2.12, 𝑏 =  2.92, 𝑐 =  1.66. 

उदाहरण: खालील बदलेल्या टेबल वरून एक्सपोनेशशनल फॉमत 𝑦 = aebx 

X 1 5 7 9 12 

Y 10 15 12 15 21 

 

उत्तर : वरील समीकरणाांवरून आपल्याला X=x, Y=ln(y) माबहत आहे. 

x y X Y = ln(y) XY 𝑋2 

1 10 1 2.302 2.302 1 

5 15 5 2.708 13.54 25 

7 12 7 2.484 17.388 49 

9 15 9 2.708 24.372 81 

12 21 12 3.044 36.528 144 

 

वरील तक्त्यावरून   n= 5, ∑ X = 34 , ∑ Y = 13.246 ,∑ XY =94.13 , ∑ 𝑋2 = 300  

ADMIN
Line
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आता सामान्य समीकरणे होतात.            13.246 =  5𝐴 +  34𝐵 

94.13 =  34𝐴 +  300𝐵 

वरील समीकरण सोडवून आपण A आबण B ची बकां मत बमळवू शकतो. 

𝐴 = 2.248 𝑎𝑛𝑑 𝐵 =  0.059 

आपल्याला माबहत असलेल्या उल्लेस्टखत समीकरणाांवरून 

𝑏 = 𝐵 𝑎𝑛𝑑 𝑎 = 𝑒𝐴 

𝑎 = 𝑒 2.248 = 9.468 

𝑏 =  𝐵 =  0.059 

एक्सपोनेशशनल फॉमत     𝑦 = aebx 

                𝑦 =  9.468 𝑒0.059𝑥 

सरावासाठी उदाहरणे 

1] बलस्ट से्क्वअर मेिड वापरून स्टि ेट लाईन काढा. 

x -2 -1 0 1 2 

y 1 2 3 3 4 

2] बलस्ट से्क्वअर मेिड वापरून सेकां ड बडग्री पॅराबोला चे इके्वशन फाइांड करा 

x 1 2 3 4 5 6 7 

y -5 -2 5 16 31 50 73 

3] 𝑦 = 𝑎𝑥𝑏 चे फॉमत एक्सपे्रस करा 

x 2000 3000 4000 5000 6000 

y 15 15.5 16 17 18 

 

5.3 ररगे्रशन िाइन (Line of Regression): 

रीगे्रशनची रेिा ही एक साांस्टख्यकीय सांकल्पना आहे जी दोन चलाांमधील सांबांध मॉडेल करण्यासाठी वापरली जाते. हे 

सॅ्कटर प्लॉटमधील डेटा पॉइांट्सच्या सांचाद्वारे सवोतृ्कष्ट-बफट रेिेचे प्रबतबनबधत्व करते, बनरीक्षण केलेली मूल्ये आबण 

रेिेवर आधाररत अांदाबजत मूल्याांमधील वगत फरक (िुटी) ची बेरीज कमी करते. सवातत सामान्यपणे वापरली जाणारी 

प्रबतगमन रेिा ही कमीत कमी चौरस प्रबतगमन रेिा आहे. 

साध्या रेखीय प्रबतगमनमधे्य, रेिा समीकरणाद्वारे पररिाबित केली जाते: 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 

बजिे 

• y हा अवलां बबत चल आहे (तुम्ही जे िाबकत करण्याचा बकां वा स्पष्ट करण्याचा प्रयत्न करत आहात), 

• x हा स्वतांि चल आहे (तुम्ही िाबकत करण्यासाठी वापरत असलेले चल), 

• m हा रेिेचा उतार आहे (जो x मधे्य एक-युबनट बदलासाठी y बकती बदलतो हे दशतबवतो), 

• b हा y-इांटरसेि आहे (x=0 असताना y चे मूल्य). 

• ही रेिा बनरीक्षण केलेल्या डेटा बबांदूांमधील आबण रेिेद्वारे िाबकत केलेल्या मूल्याांमधील एकूण वगत फरक कमी 

करते, ज्याला बहुतेकदा बकमान वगत िुटी (बलस्ट से्क्वअर एरत र) म्हणून सांबोधले जाते. 
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Figure 5.3: िाईन ऑि ररगे्रिन (Line of Regression) 

 

Figure 5.4: िाईन ऑि ररगे्रिन (Line of Regression) 

उदाहरणाित, जर आपल्याला माबहत असेल की पावसाचा पीक उत्पादनावर पररणाम होतो, तर पावसाळी हांगामाच्या 

शेवटी पीक उत्पादनाचा अांदाज लावणे शक्य आहे. बद्ववेररएट बडस्टस्टि बु्यशनमधील वे्हररएबल्स सांबांबधत असल्यास, 

सॅ्कटर डायग्राम क्लस्टरमधील बबांदू काही वि गोल करतात ज्याला प्रबतगमन वि बकां वा प्रबतगमन वि म्हणतात. 

जर वि सरळ रेिा असेल तर बतला प्रबतगमन रेिा म्हणतात आबण अशा स्टथितीत दोन चलाांमधील प्रबतगमन रेिीय 

असते. रीगे्रशनची रेिा दुसऱ्या वे्हररएबलच्या काही बनबदतष्ट मूल्यासाठी एका वे्हररएबलच्या मूल्यासाठी सवोत्तम 

अांदाज देते. जर सहसांबांध पररपूणत नसेल (म्हणजे 𝑟 ≠ ± 1), तर बदलेल्या बबांदूांमधून अनेक रेिा काढता येतील. 

सवोतृ्कष्ट तांदुरुस्त रेिा असल्याने, कमीत कमी वगाांची पद्त वापरून प्रबतगमन रेिा बमळबवली जाते. 

5.3.1 इके्वशन ऑि िाईन ऑि ररगे्रशन (Equation of regression line) 

x वरील y ची ररगे्रशन लाईन (The regression line of y on x is) 

𝑦 – �̅�  =  𝑟 
𝜎𝑦

𝜎𝑥
  (𝑥 – �̅�)   =   𝑏𝑦𝑥   (𝑥 –  �̅�) )……………..(1) 

y वरील x ची ररगे्रशन लाईन (The regression line of x on y is) 

(𝑥 – �̅�) =  𝑟 
𝜎𝑥

𝜎𝑦
( 𝑦 – �̅�)  =   𝑏𝑥𝑦  (𝑦 – �̅�)…………….(2) 

वरील दोन समीकरणे (1) आबण (2) वरून आपल्याला बमळते, 

समीकरण (1) मधे्य समाबवष्ट असलेला सहगुणक 𝑏𝑦𝑥  हा x वर y चा ररगे्रशन कोइबफबसएां ट म्हणून ओळखला जातो 

आबण समीकरण (2) मधे्य समाबवष्ट असलेला सहगुणक 𝑏𝑥𝑦हा y वर x चा ररगे्रशन कोइबफशन्ट म्हणून ओळखला 

जातो. 

टीप: 1] (1) आबण (2) शोधण्यासाठी आपल्याला  कोररलेशन कोइबफशन्ट r = r (x, y) मोजावा लागेल, जो मूळ 

बदल आबण प्रमाण गुणधमत वापरून देखील बनस्टश्चत केला जाऊ शकतो. 
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अशा प्रकारे, 𝑟(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝜎𝑥𝜎𝑦
=

𝑐𝑜𝑣(𝑢,𝑣)

𝜎𝑢𝜎𝑣
= 𝑟(𝑢, 𝑣) 

𝑢 =
𝑥−𝐴

ℎ
 , 𝑣 =

𝑦−𝐵

𝑘
   नांतर 

  𝜎𝑥 = ℎ𝜎𝑢       आबण    𝜎𝑦 = 𝑘𝜎𝑣   

𝜎𝑢
2 =

1

𝑛
∑𝑢𝑖

2 − �̅�2   आबण   𝜎𝑣
2 =

1

𝑛
∑𝑣𝑖

2 − �̅�2 

�̅� = 𝐴 + ℎ�̅� आबण  �̅� = 𝐵 + 𝑘�̅�   

बजिे A आबण B अनुिमे x आबण y पासून मध्य मूल्ये आहेत. 

2] बवबशष्ट मधे्य 𝑢 = 𝑥 − 𝐴 ,   𝑣 = 𝑦 − 𝐵  आबण ℎ = 𝑘 = 1  𝑎𝑙𝑠𝑜  𝜎𝑥 = 𝜎𝑢 आबण 𝜎𝑦 = 𝜎𝑣    

आबण �̅� = 𝐴 + �̅�  आबण   �̅� = 𝐵 + �̅� बजिे A आबण B अनुिमे x आबण y पासून मध्य मूल्ये (Mean Value) 

आहेत.  वरील बनकाल समीकरण (1) आबण (2) चे समाधान शोधण्यास मदत करतो. 

3] कोररलेशन कोइबफशन्ट आबण ररगे्रशन कोइबफशन्ट बीजगबणतीय बचने्ह समान असतात. जर r > 0 असेल, तर 

𝑏𝑦𝑥  > 0 आबण 𝑏𝑥𝑦 > 0. जर r < 0 असेल, तर आबण 𝑏𝑦𝑥  < 0 आबण  𝑏𝑥𝑦 <  0. 

4] 𝑏𝑦𝑥  𝑏𝑥𝑦= 𝑟2 कोररलेशन कोइबफशन्ट = r =𝑏𝑦𝑥  𝑏𝑥𝑦 ररगे्रशन कोइबफशन्ट म्हणजे िौबमबतक मध्य.जर ररगे्रशन 

कोइबफशन्ट धन असतील तर धन वगतमूळ बनवडा, अन्यिा ऋण. 

5] ररगे्रशन  रेिाांमधील तीव्र कोन θ द्वारे बदलेला आहे, 

𝑟 = 𝑡𝑎𝑛−1 {
1 − 𝑟2

|𝑟|
.
𝜎𝑥𝜎𝑦

𝜎𝑥
2𝜎𝑦

2} 

6] दोन प्रबतगमन रेिेचा छेदनबबांदू (�̅�, �̅�) आहे. 

उदाहरणे सोडवण्यासाठी आपण सूि खालीलप्रमाणे करतो. 

पायरी 1] आपल्याला अनुिमे x आबण y ची सरासरी मूल्ये बमळतात. 

�̅� =
∑𝑥

𝑛
   आबण      �̅� =

∑𝑦

𝑛
 बजिे n ही बनरीक्षणाांची एकूण सांख्या आहे. 

पायरी 2] आपण खालील गोष्टी फाईांड करू 

𝜎𝑥
2 =

∑𝑥2

𝑛
− �̅�2  आबण    𝜎𝑦

2 =
∑𝑦2

𝑛
− �̅�2 

पायरी 3] आपण खालील गोष्टी फाईांड करू 

𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
∑𝑥𝑦

𝑛
− �̅��̅� 

पायरी 4] cov(x,y) नांतर आपल्याला सूिे वापरून 𝑏𝑦𝑥  𝑏𝑥𝑦हा ररगे्रशन कोइबफशन्ट सापडतो. 

𝑏𝑦𝑥 = 𝑥 वर 𝑦 चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥
2   

𝑏𝑥𝑦 =  𝑦वर 𝑥 चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑦
2  

पायरी 5] x वरील y ची ररगे्रशन िाईन 

                𝑦 – �̅�  = 𝑏𝑦𝑥  (𝑥 –  �̅�) 

पायरी 6] y वरील x ची ररगे्रशन िाईन 

             (𝑥 – �̅�) = 𝑏𝑥𝑦  (𝑦 – �̅�) 

शिशनयर ररगे्रिनची काही उदाहरणे आहेत, 

• व्यवसाय बवश्लेिण 

• शरीराची उांची आबण वजन बवश्लेिण, इ. 
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5.3.2 अँस्तिकेिन ररगे्रिन िाईनची (Application of Regression Line) 

1.िाशकत शवचिेिण (Predictive Analysis):िूतकाळातील डेटाच्या आधारे िबवष्यातील मूल्याांचा अांदाज 

लावण्यासाठी वापरले जाते. 

2.टर ेंड शवचिेिण (Trend Analysis): कालाांतराने टि ेंड ओळखण्यास आबण त्याांचे बवश्लेिण करण्यास मदत 

करते. 

3.कोररिेिन एनाशिशसस (Correlation Analysis): चलाांमधील सांबांधाांची ताकद आबण बदशा बनस्टश्चत करते. 

4.जोखीम व्यवस्थापन (Risk Management): बवत्त आबण आरोग्यसेवा यासारख्या बवबवध के्षिाांमधे्य जोखीमाांचे 

मूल्याांकन आबण व्यवथिापन करण्यात मदत करते. 

उदाहरण: ररगे्रशन लाइन काढा. 

x 2 3 5 7 9 10 12 15 

y 2 5 8 10 12 14 15 16 

उत्तर : आपण खालीलप्रमाणे टेबल तयार करू. 

x y 𝑥2 𝑦2 𝑥𝑦 

2 2 4 4 4 

3 5 9 25 15 

5 8 25 64 40 

7 10 49 100 70 

9 12 81 144 108 

10 14 100 196 140 

12 15 144 225 180 

15 16 225 256 240 

∑𝑥 = 63 ∑𝑦 = 82 ∑𝑥2 = 637 ∑𝑦2 = 1014 ∑𝑥𝑦 = 797 

 

बजिे n ही बनरीक्षणाांची एकूण सांख्या आहे = 8 

  �̅� =
∑𝑥

𝑛
=

63

8
= 7.875    आबण     �̅� =

∑𝑦

𝑛
=

82

8
= 10.25  

𝜎𝑥
2 =

∑𝑥2

𝑛
− �̅�2 =

637

8
− (7.875)2 = 17.6094   आबण 

𝜎𝑦
2 =

∑𝑦2

𝑛
− �̅�2 = 

1014

8
− (10.25)2 = 21.6875 

𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
∑𝑥𝑦

𝑛
− �̅��̅�  =  

797

8
− (7.875)(10.25) = 18.9063 

𝑏𝑦𝑥 = 𝑥 वर 𝑦 चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥
2 =

18.9063

17.6094
= 1.0736 

𝑏𝑥𝑦 = 𝑦 वर 𝑥 चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट =
𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑦
2 =

18.9063

21.6875
= 0.8718 

 

x वरील y ची ररगे्रशन िाईन 

                (𝑦 – �̅�)  = 𝑏𝑦𝑥  (𝑥 –  �̅�) 

               𝑦 –  10.25 = 1.0736  (𝑥 − 7.875) 

               𝑦 =  1.0736 𝑋 +  1.7954 
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y वरील x ची ररगे्रशन िाईन 

             (𝑥 – �̅�) = 𝑏𝑥𝑦  (𝑦 – �̅�) 

               𝑥 –  7.875 =  0.8718 (𝑦 –  10.25) 

               𝑥 =  0.8718 𝑦 –  1.06095 

उदाहरण: x – 4y = 5  आबण x – 16 y = – 64 या बदिेल्या ररगे्रशन िाईन्स आहेत. 

𝑦 वर x चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट आबण x वर y चा  ररगे्रशन कोइबफबसएां ट , �̅� , �̅� काढा 

उत्तर :येिे, y वर x चे कोणते प्रबतगमन (ररगे्रशन) समीकरण आहे आबण x वर y चे कोणते आहे हे समीकरणाांकडे 

फक्त डोकावून पाहणे अशक्य आहे. आपण x वर y ची प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन िाईन्स) होण्यासाठी एक रेिा 

यादृस्टिकपणे बनवडून प्रबतगमन सहगुणक (ररगे्रशन कोइबफबसएां ट) बनस्टश्चत करतो. पुढे, ही मूल्ये स्वीकायत आहेत 

का ते तपासतो. 

समजा x – 16 y = – 64 हे समीकरण y वर x ची प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन िाईन्स) दशतवते.  

हे समीकरण x = 16y – 64      𝑏𝑥𝑦 = 16 … असे बलबहता येते................... (1) 

पुढे, x – 4y = 5 हे समीकरण x वर y ची प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन िाईन्स) असेल असे समजा.  

समीकरण असे बलबहता येईल    𝑦 =  
1

4
𝑥 –

5

4
                 𝑏𝑦𝑥   = 

1

4
………. (2) 

(1) आबण (2) पासून, आपल्याकडे आहे 

𝑟2 = 𝑏𝑦𝑥 𝑏𝑥𝑦 =  
1

4
 (16) = 4 > 1 

पररणामी, आपणचुकीच्या प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन लाईन्स) बनवडल्या. 

आता, आपण पयातयाची देवाणघेवाण करू. समजा x – 16 y = – 64 ही y वर x ही प्रबतगमन रेिा  (ररगे्रशन िाईन्स) 

आहे. समीकरण असे बलबहता येईल. 

𝑦 =  
1

16
𝑥 + 4             ∴ 𝑏𝑦𝑥  =

1

16
  ……….. (3) 

आबण, y वर x – 4y = 5 ही प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन लाईन्स) x  म्हणून समजा. 

समीकरण असे बलबहले जाऊ शकते   𝑥 =  4𝑦 +  5               ∴ 𝑏𝑥𝑦  =  4 ………(4) 

 (3) आबण (4) पासून, आपल्याकडे आहे 

𝑟2 = 𝑏𝑦𝑥 𝑏𝑥𝑦 =  
1

16
 (4) =

1

4
 < 1 

वरील समीकरण (3) आबण (4) वरून  

𝑏𝑦𝑥  =
1

16
 𝑎𝑛𝑑 𝑏𝑥𝑦  =  4 योग्य प्रबतगमन सहगुणक (ररगे्रशन कोइबफबसएां ट) आहेत. 

𝑟2 = 𝑏𝑦𝑥 𝑏𝑥𝑦 =  
1

16
 (4) =

1

4
 < 1 

𝑟2 =
1

4
 

𝑟 =
1

2
 

आपण धन वगतमूळ बनवडतो कारण प्रबतगमन सहगुणक धन असतात. आपण हे देखील लक्षात घेतो की (�̅�, �̅�)  

हा प्रबतगमन रेिाांच्या छेदनबबांदूमुळे होतो. अशा प्रकारे, (�̅�, �̅�) दोन्ही समीकरणे पूणत करेल. 

�̅� − 4�̅� = 5    आबण   �̅� − 16�̅� = −64   

वरील समीकरण सोडवून आपल्याला बमळते    �̅� = 28      आबण        �̅� =  
23

4
 

उदाहरण:  𝑥 =  19.13 –  0.87 𝑦   आबण       𝑦 =  11.64 − 0.50 𝑥 या दोन बदलेल्या ररगे्रशन लाईन्स आहेत  , 

काढा  

1) x चा मध्य आबण y चा मध्य 
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2) कोररलेशन कोइबफशन्ट x आबण y  

उत्तर : 1)  x चा मध्य आबण y चा मध्य प्रबतगमन रेिाांवर (ररगे्रशन लाईन्स )असल्याने, आपल्याकडे आहे  

𝑥 ̅ =  19.13 –  0.87 �̅�         बकां वा             𝑥 ̅ + 0.87�̅� = 19.13 

�̅� =  11.64 − 0.50 �̅�       बकां वा                0.50 �̅� + �̅� = 11.64 

आता, आपण 𝑥 ̅ आबण  �̅�  ची बकां मत शोधण्यासाठी वरील समीकरण सोडवतो, आपल्याला बमळते 

𝑥 ̅ = 15.935 आबण  �̅�  = 3.67 

 2) x वरील y ची प्रबतगमन रेिा (ररगे्रशन लाईन्स ) अशी मानावी  

𝑦 =  11.64 − 0.50 𝑥 

𝑏𝑦𝑥 = −0.50  ……… कोइबफबसएां ट x  

𝑥 =  19.13 –  0.87 𝑦 

𝑏𝑥𝑦 = −0.87……… कोइबफबसएां ट y  

आपल्याकडे यासाठी सूि आहे          

𝑟 = ±√𝑏𝑦𝑥  ∙ 𝑏𝑥𝑦 

𝑟 = ±√(−0.50)(−0.87) 

 

𝑟 = −0.66 

कारण r ऋण आहे कारण 𝑏𝑦𝑥आबण 𝑏𝑥𝑦 दोन्ही ऋण आहेत. 

सरावासाठी उदाहरणे 

1.खालील माबहती बदल्यास  

 Variable x Variable y 

मीन 8.2 12.4 

सॅ्टांडडत डेबवएशन 6.2 20 

 

x आबण y मधील सहसांबांधाचा गुणाांक (कोइबफशन्ट कोररलेशन ) 0.9 आहे. y = 10 बदल्यास x चा (रेिीय प्रबतगमन) 

लीबनयर ररगे्रशन अांदाज काढा. 

2. खालील डेटासाठी ररगे्रशन लाईन्स शोधा. 

x 6 2 10 4 8 

y 9 11 5 8 7 

3. दोन ररगे्रशन लाईन्स समीकरण आहे 

8𝑥 − 10𝑦 + 66 = 0  आबण  40𝑥 − 18𝑦 = 214 

    शोधा 

1) x चा मध्य आबण y चा मध्य 

2) कोररलेशन कोइबफशन्ट x आबण y  

4. खालील डेटावरून x आबण y ची ररगे्रशन लाईन्स शोधा आबण y = 5 असताना x ची बकां मत शोधा: 

𝑛 = 25 ,∑𝑥 = 125 ,   ∑𝑦 = 100,    ∑𝑥2 = 1650 ,      ∑𝑦2 = 1500 ,     ∑𝑥𝑦 = 50 

5. दोन यादृस्टिक चलाांमधे्य प्रबतगमन रेिा 3x+2y-26=0 आबण  6x+y-31 = 0 आहेत. कोइबफशन्ट कोररलेशन x 

आबण y ची सरासरी मूल्ये शोधा. जर x चा प्रचलन 25 असेल, तर बदलेल्या डेटामधून y चे सॅ्टांडडत डेबवएशन शोधा. 
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